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研究成果の概要（和文）：波の物体散乱の逆問題を、波の支配方程式が古典的な波動方程式、Maxwell方程式系
であるとして定式化し、有限時間観測された波を用いた囲い込み法を、様々な境界条件の下で展開し、物体の存
在する場所、形状さらには表面の状態を定量的または定性的に抽出する公式を確立した。さらに、有限物体内の
未知の不連続性の位置についての情報をもたらす、ひとつの時間領域におけるinputを用いた囲い込み法を発見
した。また、複雑な背景媒質内の未知の不連続性の存在、非存在についての情報を抽出し、さらに位置の情報を
評価する不等式系を、波の支配方程式が変数係数波動方程式であるとして、囲い込み法を用いて確立した。

研究成果の概要（英文）：First, inverse obstacle scattering problems of waves governed by the 
classical wave equation and Maxwell system under several boundary conditions have been considered by
 using the enclosure method in the finite time domain.  Several formulas for extracting information 
about the location, shape and further the quantitative and qualitative state of the surface of the 
obstacle from the observed wave are given.  Second, a new version of the time domain enclosure 
method using a single input has been discovered.
Third, a method letting us know the estimation of the location together with the 
existence/nonexistence of unknown discontinuity embedded in a rough background medium from the 
observed wave has been introduced.  

研究分野： 偏微分方程式に対する逆問題

キーワード： Inverse problems　enclosure method　inverse scattering　wave equation　Maxwell system
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
本研究でいうところの逆問題とは、様々な物
理量からなる観測データから未知の対象に
関する情報をいかに抽出するかという型の
問題である。多くの重要な逆問題は偏微分方
程式に対する逆問題として定式化され、観測
データはその解を使って記述される。特に、
生体あるいは材料などの非侵襲的あるいは
非破壊的な検査などに由来する媒質中の空
洞、介在物、亀裂、障害物などの不連続性を
抽出する逆問題における直接的解法を見出
す方向の研究で、研究代表者は探針法(The 
Probe Method) お よ び 囲 い 込 み 法 (The 
Enclosure Method)を発見した。この二つの
方法は、その時期を前後して提出された、
Colton-Kirsch の線形サンプリング法、
Kirsch の因数分解法および Potthast の特異
源泉法とともに不連続性を抽出する逆問題
における直接的解法の一群を形成し、広く世
界の専門家に認知されている。 
囲い込みとは、簡単に言うと、未知の不連続
性を含む既知の媒質内を伝わる熱や波動な
どの信号の支配方程式の大きなパラメータ
を含んだ特別な解と観測された信号から指
示関数と呼ばれる関数を構成し、その漸近挙
動から不連続性を上から評価する領域を抽
出する方法である。ただし用いる特別な解に
応じて得られる領域は異なってくる。 
ところで、囲い込み法は、熱や波動方程式で
記述される、有限時間内に得られたデータを
用いる不連続性を抽出する逆問題に、驚くほ
ど自然に適用できるという知見が既に得ら
れている。それは研究代表者の空間 1 次元の
問題を扱った論文 (Ikehata, M., Appl. Anal., 
86(2007), 963-1005) を出発点とし、本来の 3
次元の問題にも適用できることが分かって
きた。しかし、それは、肥沃かもしれない手
付かずの大地を見出したという段階であり、
実際にさまざまな収穫が得られるというこ
とを、個々の具体的かつ重要な逆問題に適用
してみせなければならない。 
 
２． 研究の目的 
本研究では、研究代表者が創始した囲い込み
法を用いて、波動現象等を記述する基本的か
つ重要な偏微分方程式(系)に対する逆問題を
研究するとともに、囲い込み法それ自身の可
能性を徹底的に追求する。具体的には次の(1), 
(2)の枠内での問題である。 
 
(1)全空間(あるいは非有界領域)に埋め込まれ
た不連続性の抽出。 
物体から離れた場所で、 初期データを与え
て波を発生させ、その波を物体に当て散乱さ
せる。散乱された波を物体から有限の距離だ
け離れた場所で有限時間観測する。 
観測された波形データから物体の位置ある
いは形状についての情報を抽出する問題。 
研究代表者は、 波の支配方程式が物体外部
で古典的な波動方程式, 物体表面上エネルギ

ーが失われる消散的境界条件であるとして、
この問題に対して、 囲い込み法を用いて次
の二つの知見を得ている。 
ひとつは、 未知の物体を囲む既知の曲面上
における、有限観測時間における波形データ
から, 曲面の外部においた初期データの台
(発信源)と物体との距離を陽に抽出できるこ
と。もうひとつは、初期データを発生させた
場所で観測された波、 すなわち, 後方散乱デ
ータから, 初期データの台と物体との距離が
陽に抽出できることである。 
特にふたつめは、 データを発生させる場所
と観測する場所が局所化されている場合に
おける囲い込み法の新しい展開を与えた点
に意義がある。 
そして研究代表者によってすでに得られて
いる知見によれば、物体表面上の境界条件が
同次 Neumann または Dirichlet の場合、 
与えられた物体外の固定した一点に対して、 
その点に最も近い物体表面上のすべての点
を適当な無限個の初期データで発生した波
の後方散乱データからすべて抽出できるこ
とおよびその任意の一点が既知であるとす
ればその点における Gauss 曲率および平均
曲率が、 ２個の適当な初期データに対する 
後方散乱データから抽出できる。  この意義
は、限られた境界条件ではあるが, 物体表面
の形状に関する重要な量である Gauss 曲率
および平均曲率が抽出できることが示され
た点にある。これが、有限の距離でデータを
得ることの利点の一つと思われる。なお、
Lax-Phillips, Majda らの古典的結果におい
て、彼らの散乱データである散乱核から 
これら二つの曲率を抽出する結果は研究代
表者の知る限り存在しない。 
このような現状において、(1)の枠内で取り組
む問題は以下のとおりである。 
① 消散的境界条件を持つ物体や 
消散的媒質内の物体の幾何学的形状および
境界条件の抽出。   
消散的境界条件を持つ物体については、存在
する場所の情報が囲い込み法を用いて 
後方散乱データから抽出できることが 
分かったが、ではその境界条件にあらわれる
係数を求めることができるか。 
他の境界条件の場合あるいは消散的媒質内
に置かれた物体についてはどうか。 
② 他の型のデータ。 
後方散乱データではなく波を発生させる場
所と受け取る場所が異なる場合は 
どうか。  受け取る場所が異なることによる
利点欠点はなにか。 
③ 既知の物体の背後にある未知の 
物体の情報の抽出。 
観測者から見て、既知の物体の背後に隠れて
いて見えない物体についての情報を、 
観測者側から波を発生させて後方散乱デー
タを観測する。このデータから隠れた物体 
についての情報を抽出せよ。 
④ 多層問題や wave guide。 



背景にある媒質が均質の場合においては、重
要な観測データである、後方散乱データを使
った囲い込み法の理解は進んでいる。しかし、
それが２層(あるいは多層)からなり、 一方の
層に未知の物体があり他層から波を発生さ
せたときの後方散乱データからなにがわか
るかという問題についてはまだである。また, 
wave guide 内にある物体の再構成について
も後方散乱データを用いた囲い込み法を展
開するのは興味深い。 
⑤ 動く物体。   
不連続性が時間とともに動く場合にその位
置や形状を決定するというのも重要な逆問
題で、この型の問題に対して囲い込み法がど
のように適用できるかは大変興味ある問題
である。 
⑥ 連立偏微分方程式系への展開。 
支配方程式が単独ではなく、弾性体の変位場
の方程式系や Maxwell 方程式系のように連
立である場合に、時間依存データを用いた囲
い込み法を実現すること。 
 
(2) 有限物体内に埋め込まれた不連続性の抽
出。(1)で述べた問題は非有界領域に埋め込ま
れた物体についての問題であるが、 有限の
大きさを持った既知の物体内に埋め込まれ
た未知の物体(不連続性)の位置や形状を、既
知の物体表面上で波を励起し内部に波を送
り、伝搬してきた波を表面上で観測して抽出
する問題も基本的で重要である。これについ
ても支配方程式がさまざまな場合について
取り組む。熱方程式の場合にも類似の問題が
考えられ、囲い込み法のさまざまな version
が実現されており、さらに、背景が非均質で
あっても等方的な場合、 複素幾何光学解を
使った指示関数から未知の介在物の凸包の
情報が抽出できることも示されている。 し
かし、波動方程式等においては、背景が非均
質である場合、この型の問題を考えると、 
用いる解の構成に困難が生じることがわか
る。 これをどうするか。 
 
３．研究の方法 
ひたすら考察を重ね問題点と証明を見出す
ことが中心である。基本的で重要な逆問題を
取り上げることが重要であるが、そのために、
広く逆問題および偏微分方程式について文
献収集を行い知見を高め、研究集会に参加し
て他の研究者との情報交換を行う。 
 
４．研究成果 
(1) 形状および位置が未知の、有限の大きさ
の物体の外部で、小さい半径を持つ球状の台
を持つ初期データを与えて波を発生させ、そ
の波を物体に当て散乱さえ、散乱された波を
物体から有限の距離だけ離れた場所で有限
時間観測する。このデータから物体の位置、
形状さらには表面の状態についての情報を
抽出する問題を、波の支配方程式は古典的な
波動方程式であるとして定式化し、次の三つ

の知見を得た。 
①解としての波が満たす物体表面上の境界
条件がDirichlet境界条件かつ観測する場所
が球状で初期データの台と必ずしも一致し
ない場合。まず初期データの台の中心と観測
する場所の中心を焦点とする回転楕円面の
なかでその外部が物体を含むもののうち最
大のものを、観測データから抽出できること
を示した。次にその系として, 最大回転楕円
面と物体表面が接触するすべての点の位置
を得る手続きを確立した。また、例えば物体
が凸である場合、最大回転楕円面と物体表面
が接触する点は一個からなるが、その点にお
ける物体表面の Gauss 曲率と物体の形作用
素で変形した平均曲率が観測データから抽
出されることを示した。 
②Robin 境界条件かつ観測する場所が初期
データの台と一致する場合。まず Neumann 
境界条件の場合の自身による以前の結果の、
Robin 境界条件の場合への拡張を行った。次 
に、初期データの台の中心に最も近い物体表
面上の点が既知であるとし、この点における 
Robin 境界条件の係数の値を、例えばその点
の近くで物体の形状が既知であるという仮
定の下で、一個の初期データに対する観測デ
ータから陽に抽出する公式を確立した。 
③消散的境界条件かつ観測する場所が初期
データの台と一致する場合。解である波の満
たす物体表面上の境界条件にあらわれる、エ
ネルギーの減衰に貢献する係数の値を求め
る公式を確立した。 
 
(2) 空間的に局在する初期データによって
波を生成させ、同じ発生場所で有限時間波を 
観測して、複雑な既知の背景媒質に埋め込ま
れた未知の物体の存在する場所やその定性
的性質を抽出する問題を、波動方程式に対す
る逆問題として定式化し、時間領域における
波の物体散乱の逆問題に対する囲い込み法
を展開した。その結果、観測場所と物体との
距離の評価を与える不等式系や物体の定性
的性質の情報を与える公式を導いた。これは
本来 Maxwell 方程式系に対して展開される
方法の雛型となると考えている。結果は多層
問題をカバーし、さらには波が透過できる既
知の物体の背後の未知の物体についての存
在、非存在や位置についての情報ももたらし
ている。また消散的媒質内の不連続性につい
てもその位置にいての情報を与える公式も
確立した。 
 
(3) 有限の大きさを持った既知の物体内に
埋め込まれた未知の不連続性の位置や形状
を、既知の物体表面上で波を励起し内部に送
り、伝搬してきた波を表面上で有限時間観測
して抽出する問題を、3 次元有界領域におけ
る波動方程式に対する逆問題として定式化
し、囲い込み法のさらなる可能性を追求した。
その結果、物体の外部に仮想的に与えた点と
物体内部に埋め込まれた未知の不連続性と



の最短距離を、物体表面上で有限時間観測さ
れた波から陽に抽出する極めて簡潔な方法
を見出した。これが従来の囲い込みと決定的
に違うのは、次の 2点である。ひとつは、波
を励起させるための物体表面上に与える時
間領域におけるNeumannデータが仮想的に与
えた点に応じて一個ずつ自然に与えられて
いるということである。熱方程式を支配方程
式とする類似の問題において展開した従来
の時間領域における囲い込み法は, 仮想的
に与えた点と不連続性との距離を求めるた
めに、大きなパラメータに依存した理論上は
無限個のNeumannデータが必要であったこと
から見るとこれは決定的な違いである。一つ
のinputが一つの情報をもたらすということ
で、きわめて自然である。もうひとつは、そ
の Neumann データは、全空間で支配方程式の
初期値問題を半群の理論の枠内で解くこと
で与えられるという点にある。これはこの新
しい方法の汎用性と適用可能性が大いに期
待できるということを意味する。 
今後はこれをさまざまなタイプの時間領域
における偏微分方程式を支配方程式とする
逆問題に展開することは大変興味ある課題
であろう。 
 
(4) 時間領域における波の物体散乱の逆問
題における囲い込み法を、支配方程式が偏微
分方程式系で記述される波へ展開すること
は大きな課題であった。今回 Maxwell 方程式
系を支配方程式とする波の物体散乱の逆問
題について、囲い込み法を指導原理として研
究した。詳しくは次のとおりである。形状お
よび位置が未知の、有限の大きさの物体を考
える。その外部で、任意に与えた方 
向に向けられたダイポールアンテナの数学
的モデルである空間的に局在した源泉項に
よって初期時刻に電磁波を発生させ、物体か
ら散乱された電磁波を源泉項の台と同じ場
所で有限時間観測する。こうして得られた観
測データから物体の位置あるいは形状につ
いての情報を抽出する問題を波の支配方程
式は定数係数の Maxwell 方程式系として定
式化した。 
① 物体表面上の境界条件が完全導体の場合 
得られた知見は主に次の二つである。一つは、
源泉項の台の中心と物体との最短距離の情
報を陽に抽出する公式で、波動方程式におい
て既に確立している公式に対応しているが、
源泉項の方向についての影響は全くあらわ
れず予想外であった。もう一つは、源泉項の
台の中心と物体との最短距離を実現する物
体表面上の点における Gauss および平均曲
率を抽出する公式の確立である。この結果は、
源泉項の方向の影響を係数として含んでお
りその方向次第で結果が見えにくくなるこ
とも分かった。 
② 物体表面上の境界条件は 
Leontovich の条件とし、主に次の二つの公
式を得た。一つは、源泉項の台の中心と物体

との最短距離の情報を陽に抽出する公式で、
源泉項の方向についての影響を避けるため、
二つの線形独立な方向に向けられた源泉に
よって生成された二組の波から作られる指
示関数を用いている。もう一つは、物体表面
上の Leontovich 境界条件にあらわれる係数
の定性的な情報を指示関数から抽出する公
式である。 
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