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研究成果の概要（和文）：ボルツマン方程式の初期値問題を粒子間の長距離相互作用を考慮した仮定のもとで考
察した。粒子分布が空間変数によらない場合には，確率測度解の枠組みで解の構成と解の平滑化が，物理的妥当
な衝突断面積のほぼすべての場合に示された。粒子分布が空間変数による場合も初期値問題の時間局所解と時間
大域解が種々の関数空間の設定で得られた。本研究では衝突角度に関する特異性をもつボルツマン衝突積分作用
素に対する超局所的解析が重要である。

研究成果の概要（英文）：The Cauchy problem for the Boltzmann equation is discussed under the 
assumption in consideration of a long-range interaction of particles. When the particle distribution
 is homogeneous in space variables, the existence and the smoothing effect of measure-valued 
solutions are proved in almost all physically reasonable cases of collision cross sections. In the 
spatially inhomogeneous case, the time local solution and the time global solution are obtained in 
various function spaces. The micro-local analysis is an important tool in order to handle the 
Boltzmann collision integral operator with angular singularity.

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： ボルツマン方程式　衝突積分作用素　非切断近似　解の平滑化　確率測度解　Toscani 型距離　時間大
域解　非線形超局所解析
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１．研究開始当初の背景 
ボルツマン方程式は L.Boltzmann が 1872

年に導いた非平衡気体運動論の基礎方程式
である。気体粒子の衝突について長距離相互
作用を考慮すると，衝突を記述する積分項の
核は、粒子の衝突角度を変数とした特異性を
持ち，厳密な数学的取り扱いを困難にしてい
る。具体的には衝突積分項は粒子の生成項と，
消滅項の差の形で導出されているが，この特
異性から各項は無限大に発散してしまう。発
散を避けるため特異性をもつ部分を取り除
く切断近似(angular cutoff)条件でボルツマ
ン方程式を議論することが伝統的であるも
のの，この近似により衝突積分項がもつ特異
積分作用素としての豊かな性質も失われる。 
 特異性をもつ衝突積分項の特徴的性質を
述べよう。Maxwell 分布はボルツマン方程式
の大域的な平衡解であるが，平衡解のまわり
での摂動解を考察する際に定義されるボル
ツマン線形化作用素は，衝突積分項の核が衝
突する２粒子の相対速度によらない簡単な
場合，角度因子の特異性の指数 s （0< s <1） 
に応じて，調和演算子と球面上の Laplace- 
Beltrami作用素との和をs乗したものと同等
な性質を持っている（Wang-Chang-Uhlenbeck 
(1970))が，元の一般非線形衝突積分項も，
特異積分作用素として（上からと下からの）
同様な性質が一定の条件の下で成立するこ
とが Alexandre-Desillettes-Villani- 
Wennberg(2000)の研究以降，明らかになって
いた。 
 研究代表者は 2005年から切断近似をしない
ボルツマン方程式の研究に着手し，研究協力
者（故）鵜飼正二（東工大）名誉教授，海外
共同研究者 R. Alexandre, C.-J. Xu, T. Yang 
教授との共同研究において，空間非一様な切
断近似をしないボルツマン方程式の初期値
問題に対して時間大域解を大域的平衡解で
ある Maxwell 分布の摂動して構成すること
に成功した。また，この時間大域解の平衡解
への時間無限での収束安定性を示すと共に，
上で述べた切断近似をしないボルツマン衝
突積分項の楕円型作用素的な性質から生じ
る解の平滑効果を，構成した時間大域解を含
むより広い解集合に対して明らかにした。更
に Maxwell 分布の摂動という枠を超えて，ボ
ルツマン方程式の初期値問題の時間局所解
が初期データの空間変数に関するある種の
有界性の仮定から構成できることを明らか
にしていた。これらの研究は，衝突積分項を
擬微分作用素，特異積分作用素などの超局所
解析の方法を用いて精密に評価することに
より可能となっていた。 
 
２．研究の目的 
上記の共同研究に拘わらず未解決な，切断

近似をしないボルツマン方程式に対する解
の存在と平滑効果に関する問題をできるだ
け広い関数空間で解決することが研究の目
的であった。具体的には 

 
(1) 空間一様な場合の測度解の構成と解の
平滑効果：初期値が一つの Dirac mass 以外
ならば解は時間正で無限回微分可能となる
こと。 
(2) 空間非一様な場合に，できるだけ広い
関数空間での解の構成法。 

 
３．研究の方法 
(1) 代表者と海外研究協力者，C.-J.Xu, 
N.Lerner，K. Pravda-Starov(在仏)， T. Yang 
(在香港)は，各年度，数回にわたり，京都大
学，Rouen 大学，香港城市大学で大型黒板，
ホワイトボード，プロジェクターを用いて共
同研究の機会をもった。討論結果を記録した
画像ファイルをもとに e-メールにより共同
研究を深化させた。 
(2) 代表者は分担者である清水扇丈氏から
非線形偏微分方程式に用いられる Besov 空
間等の関数空間の理論と非線形偏微分方程
式への応用について的確な知識の提供を受
けた。 
 
４．研究成果 
(1) 空間一様なボルツマン方程式に対し，非
負な測度を初期値とする弱解の存在と解の
平滑化を考察した。衝突積分項の核が衝突す
る２粒子の相対速度によらないマクスウェ
ル型の場合に，まず，初期値が確率測度で 1
点のみの台をもつ場合（Dirac デルタ）を除
いて，時刻正で測度解は直ちに無限回微分可
能となることを明らかにした（論文③）。こ
の結果により，Bobylev-Cercignani が構成
した空間一様なマクスウェル型ボルツマン
方程式の初期値問題の（エネルギー無限大
な）自己相似解は無限回微分可能関数である
ことが従う。論文③では Cannone-Karch 
(2010)と同様，無限大のエネルギーをもつ
（確率）測度解が，一般化された Toscani 距
離により解析されていたが，2 次未満のモー
メントが有限な確率測度を特徴づけるには，
この距離だけでは不十分であった。確率測度
のフーリエ像の積分評価を加味した距離づ
けにより，1 次モーメントをのぞき，すべて
の場合を完全に扱うことが可能となった（論
文④）。除外されていた 1 次モーメント有限
な確率測度の特徴づけが，論文⑩で，確率測
度のフーリエ像の 2階差分を考察することに
より可能となった。マクスウェル型空間一様
なボルツマン方程式の初期値問題の解の安
定性評価式は，他の場合と比べて格段に複雑
になるが成立する。論文⑧では確率測度のフ
ーリエ像の 2階差分を繰り返し取ることによ
り，任意の 2次以上のモーメント有限な確率
測度を特徴づけることに成功した。応用とし
て，論文③，④，⑩の測度解の平滑効果の結
果を合わせると，（2＜）m 次モーメント有限
な確率測度を初期値とする測度解は，時刻
t>0 で m 次モーメント付き可積分関数の位
相で連続であることが従う。論文⑫では，確



率測度のフーリエ像の 2階差分を繰り返し取
ることによって得られたモーメント有限な
確率測度の特徴づけが，Monge-Kantorovich- 
Wasserstein 距離による位相と同値であるこ
とが示された。論文⑨では空間一様なボルツ
マン方程式の測度解の存在と測度解の平滑
効果について，ソフト・ハードポテンシャル
の場合について考察した。測度解の構成につ
いてはフーリエ変換を用いてソフト・ハード
ポテンシャルの両方について統一的な方法
を与えた。平滑効果についてはマクスウェル
型の場合を扱った論文③と同様な結果を得
た。また論文⑪では無限大のエネルギーをも
つ（確率）測度解の Bobylev-Cercignani 自
己相似解への漸近挙動が示された。エネルギ
ー有界な場合は，大域的平衡分布である
Maxwell 分布へ収束するので極めて特異な現
象である。論文②ではマクスウェル型ボルツ
マン方程式に対し Maxwell分布のまわりでの
摂動解が radially symmetric な場合，摂動
解は，それ自身とフーリエ像の両方が，衝突
項の角度特異性に応じた指数の超解析的な
(Gelfand-Shilov)平滑効果を得ることを明
らかにした。 
(2) 空間非一様なボルツマン方程式の初期
値問題の解をできるだけ広い関数空間で構
成することについて： 論文①では，衝突積
分作用素に対し，分数べきの微分を作用する
ことにより，時間局所解の存在定理が初期値
の（微分回数に関する）仮定を緩めても成立
することを明らかにした。また，非線形衝突
積分項の線形化作用素による評価について
改良版を与えた。論文⑥では，ソフトポテン
シャルの場合で，積分核の角度特異性の指数
が s<1/2の場合に速度変数についてある程度
の多項式オーダーの減衰があれば，時間局所
解が，適当な指数のソボレフ空間で存在する
ことが示された。論文⑦では，大域的平衡解
のまわりでの摂動解が時間大域的に存在す
ることを，初期値に関する仮定としては最良
と思われる条件で与えた。具体的には，初期
値について空間変数に関する Besov 空間に
よる微分可能性を仮定するのみである。この
改良には論文①で得られた非線形衝突積分
項の線形化作用素による評価が重要であっ
た。論文⑤では空間一次元ボルツマン方程式
のモデルである Kac 方程式のの初期値問題
について，Maxwell 分布のまわりでの摂動解
が Gelfand-Shilov 平滑効果をみたすことが 
明らかにされた。 
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