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研究成果の概要（和文）：本研究はシュレディンガー方程式等分散型方程式に関する様々の数理モデルを研究対象にし
た。中心課題を磁場中の、特に低次元の波動伝播現象の解析に置き、２次元外部領域での磁場付きシュレディンガー作
用素の一様なレゾルベント評価を得るのに成功した。これは逆問題を含む散乱理論の発展に寄与するものである。また
、磁場を伴う外部領域でのクライン-ゴルドン方程式に対して、平滑化効果、ストリッカ―評価の確立が期待される。
１次元の散乱の逆問題では、種々の星型無限グラフ上での散乱行列からポテンシャルを同定す問題に一定の回答を得た
。ここからは、一つのループから有限個の半直線状のレイが伸びている問題に研究を集中していく。

研究成果の概要（英文）：In this project we are concerned with various wave propagation phenomena of 
dispersive evolution equations including the Schro"dinger equationｓ. The central object is in the 
uniform resolvent estimates for the magnetic Schro"dinger operators in extrior domain. Two dimensional 
problems is successfully solved, and we can now expect to develop several scattering problems of all 
dimensions.　Especially, smoothing and Strichartz estimates are to be established to magnetic Klei-Gordon 
equations in exterior domain.
As for the one dimensional operators, the inverse problem to determine the potential from the scattering 
matrix is studied on several kind of unbounded star graphs. Coming study is concentrated to the graph 
which consists of a roop attached by several infinite rays.

研究分野： 偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
本研究の対象は物理学の基礎方程式であり、 
そのスペクトル・散乱問題には、長い歴史と
豊富な結果が蓄積されている。しかし、磁場
を伴った境界値問題に対して、その重要性に
も関わらず、満足できる結果が得られている
とは言えない。特に空間２次元の場合に未解
決の部分が多い。この問題の解決は筆者が長
年考察を続け、夢見ていたもので、大きな前
進が期待される時が到来したのかもしれな
い。 
グラフ上の散乱逆問題に関してはループを
含む無限グラフが応用上重要であるにも関
わらず、日本では研究が進んでいない。星型
グラフに対する筆者達の研究の積み重ねを
基に一歩先に進みたい。 
 
２．研究の目的 
磁場を伴う Shro”dinger 作用素の外部境界
値問題に対して、一様レゾルベント評価、平
滑化効果、Strichartz 評価を研究の中心に据
え、派生するレゾナンスの影響とその解消、
散乱の逆問題、特に再構成の問題に取り組む。 
空間３次元以上の場合、特にレゾルベント評
価に関して前研究で一定の解決を見、２次元
の場合が未解決のまま残されていた。本研究
の中心課題といえる。この問題に解答が得ら
れれば、high frequency だけでなく、 low 
frequency に対する散乱振幅の構成と挙動
の評価が可能になり、それを通して逆問題の
進展が期待できる。更に、研究対象を
Klein-Gordon 方程式、音響波動方程式に広
げ、統一的な理論に発展させることが可能に
なる。 
Strichartz 評価は非線形の発展方程式の研
究にとって基本的な道具であり、この研究で
も時間が許せば、外部領域での非線形分散型
方程式の散乱問題に取り組む。 
一方、グラフ上の１次元 Schro”dinger 作用
素に関しては、星型グラフに関する結果を整
理して発展させる。ループに複数の半無限 
ray が接続している太陽型グラフ上で 
Marchenko 方程式を解くことにより、逆問
題の再構成定理の確立が期待される。グラフ
上の量子力学は回路基板に沿った微粒子の
量子論的運動を説明するだけでなく、ナノテ
クノロジーや量子コンピュータの回路設計
などに応用され、特にループを伴うグラフ上
の散乱問題の重要性が増している。 
 
３．研究の方法 
発表された論文を検討し、著者と直接コンタ
クトを取ったりして研究を進めるが、研究の
の進展は、そのきっかけを、セミナーや研究
会で広く関連分野の進展を見、討論を重ねる
ところからもたらされることが多い。ただし、
研究の進捗には、これらを基にした深い、集
中した、個人での考察が決定的に重要である
ことは言うまでもない。 
その意味で、主催する３大学偏微分方程式セ

ミナーを大切にし、そこを中心として、いく
つかの研究集会を組織する。幸い、セミナー
に代表者の元学生や力のある中堅の研究者
が参加しており、彼等との日常的な議論が深
まることを期待している。 
 
４．研究成果 
２次元 Schro”dinger 作用素に関しては論
文 (1), (2) を発表した。定常問題の解にか
か わ る エ ネ ル ギ ー 積 分 (quadratic 
functional identity) の処理が課題である
が、３次元以上の場合はコアになる部分の定
値性が明確で、それを用いた解の重み付き評
価がある程度容易にできる。しかし、２次元
の場合、コアの部分の定値性が見えず、肝心
の解の重み付き評価ができていなかった。
Pisa での研究発表を通してこの部分に加え
られた解析の正当性が保証され、結果が論文
(2) となった。そこには、レゾルベント評価
から導かれる発展方程式の平滑化効果を、関
連する Klein-Gordon 方程式、音響波動方程
式などの場合を含めて、示している。 
重み付きの解の評価は放射条件を定める関
数を用いて評価されるのであるが、これは 
Hardy の不等式と一見よく似ている。Hardy 
の不等式は２次元の全空間では成立せず、外
部または内部領域に積分を制限する必要が
ある。この問題の場合もそうであって、ここ
では外部領域に問題を制限した。全平面な場
合は Fourier 変換の方法があるが、磁場の
存在がそれを妨げている。３年前の報告でも
注意したが、磁場に課す条件は磁場ポテンシ
ャルの有界性を仮定するものでなく、一般に
磁場そのものは short-range にならないこ
とに注意したい。 
 
論文 (3), (4), (5) ではグラフ上の散乱理
論を研究した。ひとつの頂点に有限個の半直
線と有限線分からなる ray が集まっている
（ 星 型 グ ラ フ ） も の と し 、 そ の 上 で 
Schro”dinger 作用素のスペクトル・散乱問
題を考える。 
論文 (4) ではまず固有値の表れ方を完全に
分類し、原点にレゾナンスが表れるときの表
れ方の分類も行った。これらはレゾルベント
核の singularity の分類として行われるの
であるが、有限線分の存在が問題を複雑にし
ており、連続スペクトルに交じる可算無限個
の固有値が表れることになる。それらの影響
を排除して、半直線群上での作用素のスペク
トル表現を求め、それを基に散乱行列を構成
し、変換作用素の満たすべき積分方程式
（Marchenko 方程式）を導く。この一意可解
性がポテンシャルの一意存在、再構成を保証
する。論文(4)では再構成を具体的に得ると
ころまでは到達できなかったが、逆問題の一
意性を示すことに成功している。 
散乱理論は本来、時間を＋、－無限大にとば
したときの自由な発展系とポテンシャルに
よる摂動を受けた発展系の解とを比較する



理論で、散乱作用素は本来、時間に依って定
義される作用素の極限として与えられる。論
文(3) では定常的に構成した散乱行列が時
間極限として定義されるいわゆる Mo/ller 
の散乱作用素の積分核に一致することを示
している。そのためにレゾルベントの表現と 
Stone の公式から作用素のスペクトル表現
を求める必要がある。それは (4) でも得ら
れているが Stone の公式との関連に不完全
な部分があった。(3) ではそこをただし、本
来の散乱理論の中に定常的な散乱行列を位
置づけることに成功した。(5) は (4) を丁
寧に解説したものである。 
 
論文 (6) はレゾルベント評価と散乱理論に
関する総合報告で、強い特異性を伴うポテン
シャルに対する作用素の自己共役性、一般固
有関数の増大度の精密な評価などを磁場付
きの Shro”dinger  作用素に対して求め、
散乱問題に応用している。逆問題では、固定
された Frequency に対する散乱振幅からポ
テンシャルを再構成する Faddeev の方法が
dissipation を伴う波動方程式に対しても
有効であることが示されている。さらに、
Shro”dinger 発展作用素に対する平滑化効
果が Klein-Gordon 方程式や音響波動方程式
にどのように適用されるかを議論している。
ここでは問題を３次元以上に限って解説し
ているが、(2) の結果を用いれば多くの結果
が２次元以上の問題に拡張される。現在、こ
れらを精査して論文にまとめているところ
である。 
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