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研究成果の概要（和文）：κ-統計力学において基本的な確率分布である、κ-指数型分布族に対する適切な共役表現を
見出し、対応する統計多様体を具体的に構成した。また、情報幾何構造を特徴付けるκ拡張された情報計量、κ拡張さ
れたアフィン接続やダイバージェンスなどの重要な諸量の表式を具体的に求め、双対平坦であることを示した。
　熱力学・統計力学において非常に重要であるMaxwell関係式と揺動応答関係が、双対平坦であるFisher計量の性質か
ら導出できることを見出し、κ-指数型分布に対して、揺動応答関係のκ-拡張版を得た。更に、関連するHesse構造を
調べ、通常の期待値に加え、κ-エスコート期待値の重要性を示した。

研究成果の概要（英文）：We found the conjugate representations for constructing the statistical manifold 
associated with a family of the kappa-generalized exponential distributions. We have obtained the 
explicit expressions of the kappa-generalized geometrical quantities (e.g, Fisher metric, affine 
connections, divergence functions) which characterize the information geometric structures. We also 
showed that the kappa-statistical manifold is dually flat, which is an important feature in information 
geometry.
 From these results we derive a kappa-generalization of the fluctuation-response relations, and pointed 
out the importance of an escort expectation value in addition to the conventional linear expectation.

研究分野： 統計力学の拡張
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１． 研究開始当初の背景 
(1)  情報幾何学は甘利・長岡により創られ、

パラメータで特徴付けられた確率分布族
から構成された統計多様体上の affine 微
分幾何学として記述され、推定・検定な
どの統計学や機械学習の分野における方
法論のひとつとして応用・発展がなされ
てきた。統計多様体の情報幾何構造を特
徴付ける重要な量としては、Fisher計量、
affine 接続、ダイバージェンスなどがあ
る。情報幾何学の有用性は、指数型の確
率分布族に対する統計多様体が双対平坦
であるという重要な性質に起因しており、
指数型分布族以外の確率分布に対しての
拡張も試みられていた。 

(2)  一方、熱平衡状態を対象とする統計力
学は、良く知られているように、指数型
の確率分布を基本とする理論であり、指
数型分布で記述される現象を良く説明で
きる。近年、指数型分布とは異なる自然
界に良く現れる分布として、ベキ分布が
注目されている。このベキ分布で表され
る現象を最大エントロピ原理に基づいて
理解する試みとして、従来のエントロピ
を拡張した、一般化エントロピに基づく
エントロピ最大原理（MaxEnt）による
アプローチが提案された。そのような研
究のひとつである Tsallis エントロピに
基づく統計力学の拡張（Tsallis 統計力
学）に関する研究が進展し、注目され始
めていた。 

(3)  情報幾何学と Tsallis エントロピに基
づく統計力学の拡張とは、従来まったく
異なる分野であり、両者の研究者が交流
することは殆どなかった。しかしながら、 
両分野に共通する数学的構造が認識され
始め、2009 年に京都で開催した国際ワー
クショップ「一般化エントロピの数理と
その応用」を契機とし、互いの分野の研
究に対する関心が高まっていた。特に、
情報幾何学において重要なα幾何学と
Tsallis 統計との関連について、研究の興
味が高まっていた。 

(4)  本研究を開始する数年程度前辺りから、
急速に Tsallis 統計力学に関する情報幾
何構造の研究が進展し、両者に共通する
仕組みが解明されてきており、Tsallis エ
ントロピ以外の一般化エントロピに対し
ても、研究対象としての興味が高まって
きていた。κ-統計力学は、自然界や理工
学の分野で良く現れるベキ型の確率分布
に対するアプローチとして近年提唱され
た、Tsallis 統計力学とは異なるタイプの、
統計力学の 1 実数パラメータ拡張である。
統計力学における通常のエントロピを 1
実数パラメータ（κ）で拡張したκ-エン
トロピを最大化する最適分布がκ-指数
型分布であり、漸近的ベキ特性を示す確
率分布である。本研究は、このκ-指数型
分布族に対する情報幾何構造の解明を主

目的とした研究である。 
  
２． 研究の目的 
(1) 本研究は、Tsallis エントロピとは異なる

タイプの実数パラメータ拡張である、κ-
エントロピに基づく統計力学（κ-統計力
学) に関する平成 19-21 年度基盤研究
(C) の研究成果を発展させ、κ-統計力学
に関する情報幾何構造を明らかにするこ
とを目的とした研究である。 

(2) 具体的には、情報幾何学における従来の
α-表現に替る、κ-指数型確率分布に対す
る適切な共役表現を見出し、κ-統計力学
におけるポテンシャル関数の Legendre 
構造に基づき、対応する Fisher 計量、
接続係数、幾何的ダイバージェンスなど
の情報幾何構造を明らかにすることを目
指した理論的研究である。 

 
３． 研究の方法 
(1) 情報幾何学の基本的な構成要素である統

計多様体は、指数型確率分布族に対して
α表現を適用することで構成されている。
このα表現は、Tsallis 統計力学において
重要となる q-指数型分布と相性が良く、
q-指数関数の逆関数である q-指数関数と
α表現を関連付けることが可能であった。
しかしながら、κ-指数型確率分布へこの
α-表現を適用することでは適切な統計
多様体を得ることができないことが研究
開始当初に既に判っており、研究を進め
る上での最初の問題点であった。この問
題へのアプローチとして、Zhang が示し
たα表現の概念を一般化した共役表現を
利用することで、より広いクラスの確率
分布族に対して統計多様体が構成できる
のではと考え、研究を進めていった。先
ず、研究当初に既に分かっていたκ-エン
トロピやκ-自由エネルギなどの熱力学
的ポテンシャル関数の間に成立する
Legendre 構造に基づいて、κ-指数型確
率分布族に対して適切な共役表現を試行
錯誤により探っていった。 

(2) 平行して、先行研究として、Tsallis 統計
力学に関する情報幾何構造が解明されて
いたので、それらの結果に基づいて熱力
学的関数を求め、予想されるκ-統計力学
に関する情報幾何構造を調べていった。
特に、研究会や国際会議などで知り合っ
た関連分野の研究者との議論を通じて、
Tsallis 統計力学およびκ-統計力学にお
ける漸近的ベキ型確率分布族に対する統
計多様体上での情報幾何構造についての
理解を深めていけたことは、本研究を遂
行する上でとても重要であった。 

(3) 上記の、κ指数型分布族に対して適切な
共役表現を見つけた後は、それを利用し
てκ指数型分布族に対する統計多様体を
具体的に構成し、その微分幾何学的構造
を特徴付ける幾何学量である計量・接続



係数・ダイバージェンスなどのκ拡張さ
れた諸量の具体的な表式を見出し、それ
らの間に成立する関係を明らかにしてい
った。 

 
４． 研究成果 
(1) 主な成果としては、先ず初年度にκ-指数

型分布族に対する適切な共役表現を見出
すことができたことと、更にその適切な
共役表現を利用してκ-指数分布族に対
する統計多様体を具体的に構成すること
に成功した点である。翌年度には、κ-
指数分布族から構成された統計多様体に
関する情報幾何構造を特徴付ける重要な
幾何学的量である、κ拡張されたフィッ
シャー情報計量、κ拡張されたアフィン
接続やダイバージェンスなどのアフィン
微分幾何学における重要な諸量の表式を
具体的に求めることができた。また、そ
れらの幾何学量に基づき、κ-指数型分布
族に対する統計多様体における情報幾何
構造が、情報幾何学において重要である
双対平坦構造であることを示すことがで
きた点である。 

(2) κ-指数型分布に関する情報幾何構造を
解明する過程において、熱平衡状態に対
する熱力学・統計力学において非常に基
本的かつ重要である Maxwell 関係式と、
熱力学的な物理量の揺らぎと応答とを結
び付ける関係式である、揺動応答
(fluctuation-response) 関係が双対平
坦である指数型分布族に対する Fisher
計量の性質から導出できるという重要な
事実に気づき、その関係を利用して上記
で得られた双対平坦構造を持つκ-指数
型分布における揺動応答関係のκ-拡張
版を導出することができた。 

(3) 更に、関連するポテンシャル関数に対す
る Hesse 幾何構造を調べ、通常の期待値
に加え、κ-指数型分布に付随するκ-エ
スコート分布に関する期待値（κ-エスコ
ート期待値）が重要な役割を果たしてい
ることが判明した。κ-変形された指数型
分布族に対して、従来の期待値に加えて
κ-エスコート期待値が自然に付随（エス
コート）することで期待値が 2 種類存在
することになり、関連する情報幾何構造
である Hesse 幾何構造も、それぞれの期
待値に対して２種類の双対平坦構造が現
れることが分かった。 

(4) 以上の研究成果をまとめ、国際会議およ
び国内における学会、研究会などにおい
て発表・議論を行い、学術論文として投
稿し、掲載されている。（Entropy 誌掲載
論文参照）。 
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