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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は、3次元有限要素法に対する精度の良い誤差評価の確立と、その精度保証付
き数値計算への応用です。有限要素法の誤差解析において、補間誤差の評価は極めて重要な役割を果たしています。既
存の研究においては、補間誤差の解析に際して、有限要素分割を構成する四面体に正則性条件や一般化された最大角条
件などの制約条件を課すことが一般的でした。それに対して我々は、四面体の幾何学的条件に依らないLagrange補間の
誤差評価を確立することができました。この結果は、3次元における偏微分方程式の解に対する精度保証付き数値計算
に対しても応用できる可能性があると考えています。

研究成果の概要（英文）：In our research, we focused on the error analysis of the 3-dimensional finite 
element method and its application to the numerical verification method. The analysis of the 
interpolation error is particularly important for the error analysis of the finite element methods. In 
the preceding researches, the error analysis of the interpolation is done under the geometric assumptions 
such as the shape regularity or the generalized maximum angle condition. On the other hand, we present a 
new type of error estimation for the Lagrange interpolation which requires no geometric condition on 
tetrahedrons. This result would be applied to the numerical verification for the partial differential 
equation in the 3-dimensional problems based on the finite element method.

研究分野： 数値解析
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１．研究開始当初の背景 
（１）有限要素法は、理学や工学の分野で広
く用いられている数値計算法であり、現実社
会でも建築物の構造解析、車両や航空機に対
する流体解析など、様々な解析に利用されて
います。しかし、有限要素法の誤差解析など
の理論的な側面については、2 次元の場合に
はある程度の研究がなされているものの、3
次元の場合にはほとんど研究が進展してい
ませんでした。有限要素法においては、計算
領域を有限要素といわれる細かい小領域に
分割して計算を行いますが、この分割された
有限要素の形状（2 次元においては三角形や
四辺形、3 次元においては四面体や六面体）
が計算精度に大きく影響することが知られ
ています。通常、有限要素法で解（有限要素
解）を精度良く計算するには、有限要素分割
の際に形の潰れた要素ができるだけ現れな
いようにすることが重要であると考えられ
てきました。実際、有限要素法の有名な教科
書でも、潰れた要素が存在しないことを前提
に収束等の議論がなされることが多いのが
現状です。実際の数値計算では、2 次元にお
いては、潰れた有限要素を含まないような有
限要素分割を比較的容易に実現することが
できますが、特に 3 次元においては、有限要
素分割は非常に計算コストのかかる作業で
あり、ある程度大規模な問題になると、潰れ
た形状の有限要素が混入してしまうのは避
けられないのが現状です。そのため、潰れた
形状の有限要素がどの程度、解の精度に影響
するかを解明するのが、有限要素法の分野の
課題の一つでした。 
（２）近年、計算機を用いて関数方程式の解
の存在や一意性などを厳密に証明する、精度
保証付き数値計算という分野が進展してき
ています。精度保証付き数値計算の一つの有
力な方法として、有限要素法をベースにした
手法がありますが、それには有限要素法の厳
密な誤差評価が必要になってきます。現在、
空間 2次元の問題には精度保証付き数値計算
の応用が進んでいますが、3 次元の問題への
応用はまだまだ進んでいるとは言えません。
今後、3 次元の偏微分方程式にも精度保証付
き数値計算を適用していくためには、3 次元
の有限要素法について精度の良い誤差評価
を確立していく必要が高まってきています。 
 
２．研究の目的 
（１）本研究の第一の目的は、3 次元問題を
対象とした有限要素法について、解を高精度
に計算するための理論および方法を確立す
ることです。具体的には、有限要素分割を構
成する四面体要素などの形状と有限要素法
の精度の関係を明らかにすることです。2 次
元の三角形分割の場合には、潰れた三角形が
含まれても、三角形の潰れ方によっては精度
が悪化しないということが知られていまし
た。そこで、同様の性質が 3 次元の場合にも
成り立つかどうかを解明し、例えば四面体分

割の場合に、どのような形状の四面体が含ま
れると、どの程度の精度が実現できるのかを
明らかにする、というのも研究目的の一つで
す。また、有限要素法の精度は、要素形状だ
けではなく、どのような基底関数で解を構成
するかにも依存します。そのため、3 次元に
おいて、どのような基底を用いればどの程度
の精度が実現できるのかを解明することも
研究目的となります。 
（２）3 次元有限要素法について誤差評価が
確立し、それを 3 次元問題の精度保証付き数
値計算へ応用することも一つの研究目的で
す。 
 
３．研究の方法 
（１）有限要素法の誤差は、関数の補間誤差
と密接な関係があることが知られています。
特に、特定の関数空間においては、有限要素
解の誤差が有限要素上の補間誤差の定数倍
で押さえられるということがわかっていま
す。そこで本研究においては、有限要素解の
誤差そのものを解析するよりもむしろ、主に
有限要素上の補間誤差の解析を行いました。
本研究の目的は3次元有限要素法についての
解析ですが、高次多項式による補間の誤差評
価など、2 次元有限要素法についてもまだわ
かっていない事が色々とあり、そのような問
題については2次元有限要素法の解析から研
究を進めました。 
（２）3 次元有限要素法の誤差解析が確立で
きれば、それを元に 3 次元問題の精度保証付
き数値計算にも取り組むことにしました。 
 
４．研究成果 
本研究の成果を得られた順に記します。なお、
引用は全て〔雑誌論文〕の項に記載のものか
らとなります。 
（１）3 次元有限要素法の研究に取り組む前
段階として、2 次元有限要素法について研究
を行いました。本研究を開始する以前の段階
で既に我々は、2 次元の三角形要素に対する
一次補間のp=2のソボレフノルムで計った補
間誤差が、どんなに三角形が潰れても三角形
の外接円の半径で押さえられるということ
を明らかにしていました。我々は、このよう
な性質は空間次元に関わらず誤差評価にお
いて重要な役割を果たしていると考え、研究
を進めた結果、外接円を用いる同じタイプの
誤差評価を、1≦p≦∞を満たす任意の pに拡
張することに成功しました。通常、三角形分
割を細かくしていくときに、補間関数の収束
を証明するには、三角形の形状について何ら
かの条件が必要です。しかし、我々の誤差評
価はどのような三角形にも適用できるとい
う点で、既存の結果よりも一般的であると言
えます。この結果は論文⑤として発表され、
この論文に対して日本応用数理学会論文誌 
2015 年度論文賞を授与されました。 
（２）論文⑤で求めた誤差評価は補間に関す
る誤差評価であり、特定のノルムで測った場



合の有限要素解の誤差の上界を与えている
に過ぎません。しかし我々は、この補間誤差
評価がオーダー的に有限要素解の誤差にも
極めてよく合致することを数値計算で示し
ました。さらに、この誤差評価が曲面の面積
の定義と密接に関係していることを示しま
した。これらの結果は論文④として発表され
ました。 
（３）有限要素法では、要素上で一次関数と
なるような基底関数だけでなく、より高次の
多項式を用いた基底関数も用いられていま
す。そのような高次の基底を用いる有限要素
法の解析には、対応する補間である高次
Lagrange 補間の解析が重要になってきます。
我々は、差分商といわれる概念を用いること
により、論文⑤で得た三角形上の一次補間の
誤差評価を、三角形上の高次 Lagrange 補間
に拡張することに成功しました。この結果は
論文③として発表されました。 
（４）我々は、論文③で発表した誤差評価を、
さらに一般的な枠組みに拡張しました。その
結果、特定の状況の元で、我々の誤差評価の
導出方法を四面体要素上の補間誤差評価に
も適用できることを見出しました。これによ
り、3 次元有限要素法について本研究で初め
て重要な進展がもたらされました。この結果
は論文②として発表されました。この論文に
おいては、四面体の形状にいくらかの制限が
ありましたが、その後、任意の四面体要素上
の Lagrange 補間に適用可能な補間誤差評価
を確立することに成功しました。この誤差評
価は、四面体の形状に制限が無いという点で
非常に画期的であると言えます。三角形要素
においては、三角形の外接半径が補間誤差に
重要な役割を果たしましたが、四面体の場合
には外接球の半径は誤差評価には直接は関
係しません。それに対して我々は、四面体に
ついて射影外接半径といわれる概念を導入
することで誤差評価を得ることができまし
た。これにより、四面体の形状の潰れ方がど
のように補間誤差評価に影響を及ぼすかを
明らかにすることができました。この結果に
ついては、現在、論文として投稿中です。 
（５）四面体の潰れ方が、どのように四面体
の諸量に影響し、最終的に補間誤差に関係す
るのかを調べていく過程で、四面体を更に一
般化したn次元単体について興味深い関係式
が成り立つことがわかりました。この関係式
は、n 次元単体の外接半径を、n 次元単体を
構成するn-1次元単体の体積と外接半径で表
すもので、四面体の場合に、補間誤差評価を
考える際に一定の役割を果たしました。この
結果は論文①として発表されました。 
（６）今回、四面体要素について確立した誤
差評価を精度保証付き数値計算に応用する
には、誤差評価に現れる定数を厳密に評価す
る必要があります。誤差評価定数の評価はま
だ完成していませんが、評価が出来た場合に
精度保証付き数値計算に持ち込む方法につ
いては研究を進めました。 
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