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研究成果の概要（和文）：　群不変性の枠組みにおいて，一般的な分布族を導入した．この分布族は，標本空間
への2つの群の作用に対応した2種類のパラメータを含む．この分布族の下で，不変な統計量の分布のロバストネ
スや，ある事前分布を用いた場合のベイズモデルに対する marginal equivalence と呼ばれる性質を考察した．
　またこの分布族の特殊ケースと見なせる星型分布に対し，推定問題に取り組んだ．具体的には，密度の等高線
としての星型集合の形のノンパラメトリックな推定量を提案し，その性質を調べた．

研究成果の概要（英文）： We introduced a general class of distributions in the framework of group 
invariance. This class of distributions contains two kinds of parameters corresponding to two group 
actions on the sample space. We studied robustness of the distributions of invariant statistics and 
a property called marginal equivalence for the Bayesian model using a certain kind of priors. 
 Moreover, we tackled the estimation problem for the star-shaped distribution, which is a special 
case of our model. Specifically, we proposed a nonparametric estimator of the shape of the 
star-shaped contours of the density and investigated its properties. 

研究分野：数理統計学

キーワード： 統計数学
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１． 研究開始当初の背景 
金融データや企業規模分布など現実のデ
ータにおいては，歪みのある分布や裾の重い
分布が観測されることが多い．このようなデ
ータに対して正規分布を仮定することは無
理があり，分布の歪みや裾の重さを扱える柔
軟な分布族が必要とされる．多変量正規分布
を拡張した楕円型分布族は，裾の重さを表現
することができ，重要である．しかしこの楕
円型分布族は，密度関数の等高線が楕円であ
ることを保持したままであり，分布の歪みに
ついては扱うことができない． 
そこで研究代表者らは，楕円型分布族にお
ける楕円を一般の星型集合に拡張した「星型
分布族」なるものを過去に提案した（Kamiya, 
Takemura and Kuriki (2008)）．そして多変
量正規分布や楕円型分布において成り立つ
基本的な性質が，星型分布においてもそのま
ま成り立つことを示していた． 
研究代表者らは，上述の論文で，群不変性
の一般的な枠組みにおいて，クロスセクショ
ン型分布と呼ばれる分布族を導入し，統計量
の分布のロバストネスなどに関する性質を
考察した．実は星型分布は，その一般的な議
論の典型例として考えられたものである． 
星型分布については，本質的に同じと見な
せるものが，Fernandez, Osiewalski and 
Steel (1995) によって v-球面分布という名
で独立に提案されているが，そこにおいては，
研究代表者らが行っていなかった観点から
の考察もなされている．特にFernandezらは，
位置パラメータと尺度パラメータを導入し，
ベイズ理論的な議論を展開して，v-球面分布
が marginal equivalence と呼ばれる性質を
もつことを示している． 
この議論は研究代表者らの枠組みで言え
ば，星型分布に位置パラメータと尺度パラメ
ータを導入したモデルに関する結果と考え
られる．しかし，これと本質的に同じ議論は，
研究代表者らが展開した群不変性の枠組み
でのクロスセクション型分布の一般論に，2
つのパラメータを導入したものにおいても
成り立つと予想された． 
このように，本研究課題の申請時には，一
般的なクロスセクション型分布に対して，パ
ラメータの導入や，marginal equivalence な
どのベイズ理論的な議論の展開が期待され
ていた．またクロスセクション型分布自体も，
様々な例に応用することを考えると，標本点
の共変部分への密度の依存のさせ方の部分
などにおいて，より一般的に拡張しておくこ
とが望まれていた．また，ここでの一般的な
分布族に関する結果を，星型分布以外に，ラ
ンダム行列の分布などへも幅広く応用する
ことが，期待されていた． 
Kamiya, Takemura and Kuriki (2008) の
議論は，分布族の提案と，その分布論的性質
の考察にとどまっていた．この分布族の特殊
ケースである星型分布についても，研究はそ
の分布論的な事柄に限られていた．しかし現

実への適用を考えれば，応用上特に重要な星
型分布については，密度の等高線である星型
集合の形の推定の問題を解決することが，強
く望まれていた． 
以上が，本研究課題の申請時における背
景・研究の動機である． 
 
２．研究の目的 
「研究開始当初の背景」で述べたように，
研究代表者らは本研究開始までに，群不変性
の一般的な設定においてクロスセクション
型分布と呼ばれる分布族を定義し，その下で
の統計量の分布やロバストネスを考察して
きた．そしてその一つの応用として，楕円型
分布を拡張した星型分布なるものを導入し，
その性質を調べてきた． 
しかしこれまでの一般論には，分布族の拡
張，パラメータの導入，ベイズ的議論などの
点で，さらなる進展の余地が残されていた．
本研究課題は，これらの新たな観点から一般
論を進展させることを目的とした． 
またこれらの一般論を，星型分布以外に，
ランダム行列の分布などに幅広く応用する
ことも目的とした． 
さらに，星型分布においても，密度の等高
線としての星型集合の推定などの問題が残
されていた．本研究課題では，この星型分布
の推定問題の解決も目指した． 
以上が，本研究課題の申請時における当初
の研究目的である． 
 
３．研究の方法 
まず，分布族の拡張については，以下の方
法を取る．標本空間にある群が作用するとき，
かなり一般的な条件の下で，標本点はその作
用に関して，（最大）不変部分と共変部分に
分解される．密度関数がこのオービタル分解
における共変部分にのみ依存するような分
布を，クロスセクション型分布と呼ぶが，こ
こではこれを次のように拡張する．不変部分
を変数とし，ここでの群に値を取るような任
意の関数を考え，この関数と共変部分の積に
密度が依存するような分布を考える．この関
数が値として群の単位元を常に取る定数関
数のとき，この分布はクロスセクション型分
布となるが，一般にはクロスセクション型分
布を拡張した分布になる． 
パラメータの導入については，以下のよう
に行なう．上述のオービタル分解をもたらし
た群の他に，標本空間に作用するもう一つ別
の群を考える．そして標本点にこれら 2つの
群を作用させて得られる点の分布を考える
ことにより，2 つの群の元をパラメータとし
てもつ分布族を得る． 
ベイズ的議論としては，以下のようにして，
ロバストネスに関するmarginal equivalence
と呼ばれる性質が成り立つことを示す．まず
上述のパラメータのうち，始めの群に対応す
るパラメータを局外パラメータとし，後の群
に対応するパラメータを関心のあるパラメ



ータとする．そして局外パラメータの広義の
事前分布として，適当な条件を満たす測度を
想定する．そして関心のあるパラメータの事
前分布は任意とし，それらのパラメータの事
前分布は独立という設定で，観測値と興味あ
るパラメータの同時分布が，拡張されたクロ
スセクション型分布の密度ジェネレイター
に依存せず，共通となること（marginal 
equivalence）を示す． 
星型分布以外への応用については，以下の
ように行なう．一般的な枠組みにおいては，
標本空間を多次元ユークリッド空間に取る
必要もないので，ランダムベクトルの分布だ
けでなく，ランダム行列の分布にも応用でき
る．クロスセクション型分布自体の先に述べ
た拡張があるため，affine shape の分布の問
題なども扱えるようになる． 
星型分布の等高線としての星型集合の形
の推定問題については，以下の方法を取る．
まず，星型分布の下での通常の方向ベクトル
の分布の密度関数が，星型分布の星型集合の
形を決める関数と一対一に対応する点に着
目する．このことより，星型分布から得られ
た標本の方向ベクトルのデータから，方向ベ
クトルの分布の密度関数をノンパラメトリ
ックに推定することで，星型分布の星型集合
の形が推定できる．この推定方法の性質を理
論的に調べるとともに，シミュレーションに
よる分析や実データへの適用を行なう． 
 
４．研究成果 
群不変性の一般的な枠組みの下で，クロス
セクション型分布を以下の2つの点で拡張し
た分布族を提案した．まず，標本点のオービ
タル分解における共変部分のみに密度が依
存する分布がクロスセクション型分布であ
るが，オービットごとに異なる元を共変部分
に掛けたものに密度が依存してよい分布に
拡張し，これにより，ここでの理論が適用可
能な範囲を広げた．次に，オービタル分解を
もたらした群の他に，別の群の作用も考え，
これら2つの群の元をパラメータとして含む
分布族とした． 
上の分布族の下で，第二の群に対応するパ
ラメータが単位元に対応するときに，第一の
群の作用に関する最大不変量の分布を求め，
それが密度ジェネレイターに依存しないと
いう意味でロバストであることを示した．ま
た，両方の群に対応するパラメータが一般の
元に対応する場合であっても，両方の群の作
用の下で不変な統計量の分布はロバストに
なることを示した． 
またこの拡大された分布族の下で，2 つの
パラメータの事前分布が独立で，局外パラメ
ータ（第一の群に対応）の事前分布が相対不
変測度であるとしたベイズモデルにおいて，
観測値と関心のあるパラメータ（第二の群に
対応）の同時分布の密度カーネルを求め，
marginal equivalenceが成り立っていること
を示した．これにより，関心のあるパラメー

タの事後分布も密度ジェネレイターに依存
しないため，関心のあるパラメータに関する
事後推測が密度ジェネレイターに依らずロ
バストになることが分かった． 
ここで得られた marginal equivalence な
どに関する結果を，典型例である星型分布以
外に，affine shape の解析や主成分分析に関
する問題に適用できることを示した． 
さらに，応用上最も重要な星型分布に関し
ては，推定問題にも取り組んだ．分布の歪み
を表現するという星型分布導入の趣旨から
考えて，最も重要な推定問題は，密度の等高
線としての星型集合の形の推定である．ここ
では，この問題が方向ベクトルの分布を求め
る問題に帰着できることを利用した推定量
を提案した．そしてこの推定量が，ハウスド
ルフ距離に関して強一致性をもつことを証
明した．さらにその推定量の振舞いをシミュ
レーションにより調べるとともに，実データ
への適用も行なった．なお，実データへの適
用の際にはlocationの推定も必要となるが，
ここでは location をモードと想定して事前
に推定した．この点は，同時推定にするなど
して，今後改良して行く必要がある． 
星型分布という特殊ケースについては，v-
球面分布など類似の研究も見られるが，群不
変性の一般論の展開とその星型分布以外へ
の応用は，他では見られない研究である．こ
の一般論の展開により，ランダム行列などの
統計モデルにおいても，統計量の分布のロバ
ストネスや，marginal equivalence に関する
ベイズ的議論などが可能となった．また，本
研究課題で提案した星型分布の等高線の形
の推定量が，歪みや尖りのある現実のデータ
の解析において，広く用いられるようになる
ことが期待される． 
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