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研究成果の概要（和文）：本研究の主題は，ソボレフ不等式の最良評価（最良定数，最良関数計算）を求めるこ
とである。連続版のソボレフ不等式においては，トムソンケーブルの連続版と２M階微分作用素（低階項なし）
に対する自由端条件のそれぞれの場合について，ソボレフ不等式の最良評価を得た。連続版ソボレフ不等式の最
良評価と並行して進めてきた離散版ソボレフ不等式の最良評価については，メビウスのはしご，C60フラーレン
バッキ－ボール，切頂正４，６，８面体，テプリッツグラフのそれぞれについて，離散ソボレフ不等式の最良評
価を得た。こうした結果は今後のソボレフ不等式の最良評価を行う上で，足がかりとなる重要な結果といえる。

研究成果の概要（英文）：The subject of this research is to obtain best evaluation of a Sobolev 
inequality. In continuous version, we have treated of Thomson cable (a continuous model) and a free 
boundary value problem for a 2M-th order operator (no lower terms). In discrete version, we have 
treated the Mobius ladder, C60 fullerene buckyball, the truncated regular M-hedron (M=4,6,8) and the
 Toeplitz graph. In each case, we have computed a best constant and family of best functions for the
 Sobolev inequality. These are important results to become the clue in studying the future Sobolev 
inequality.

研究分野：微分方程式論

キーワード： ソボレフ不等式　最良定数
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１．研究開始当初の背景 
 本研究のキーワードであるソボレフ不等
式は現代的微分方程式論の中核をなす不等
式である。しかし，その一方でソボレフ不等
式の最良評価（最良定数，最良関数計算）に
ついては，1930 年に G. Bliss，1976年に G. 
Talenti，T. Aubin らが独立に最良定数を求
めて以来，ほとんど未解決であった。 
 過去数年間の研究で，申請者らは数理物理
学・工学の分野に登場する各種微分方程式の
境界値問題に対するグリーン関数を求め，そ
の正値性や階層構造など解析的あるいは代
数的性質を丁寧に調べてきた。その結果，申
請者らはグリーン関数があるヒルベルト空
間の再生核であることを見出した。この事実
に基づいて，本研究は再生核理論の視点から
見たグリーン関数の解析的あるいは代数的
構造を明らかにし，再生核を利用したソボレ
フ不等式の最良評価，特に最良定数計算，並
びにソボレフ不等式の離散化とそれらの応
用を中心に研究を進めることが研究開始当
初の背景であった。 
 
２．研究の目的 
（１）グリーン関数の解析的・代数的構造解
析：数理物理学，工学の諸分野に登場する高
階常微分方程式の各種境界値問題を設定し，
グリーン関数を求め，その正値性，階層構造，
行列式表示，積分表示など解析的あるいは代
数的な構造を明らかにする。境界条件の種類
によっては零固有値の存在ゆえにグリーン
関数が求まらない場合がある。その場合もあ
る可解条件と直交性条件を付加し対称直行
化法と呼ばれる方法でグリーン関数を構成
することにより，再生核と対応するグリーン
関数を一意に求めることが可能である。 
 
（２）連続・離散ソボレフ不等式の最良評
価：近年の研究で，グリーン関数はヒルベル
ト空間を適切に定めると，その再生核となる
ことが分かった。グリーン関数と再生核との
対応関係を調べることにより，境界値問題と
再生核ヒルベルト空間との対応を明らかに
する。再生核理論から最良定数はグリーン関
数の対角線値の最大値に等しい。これまで蓄
積してきたグリーン関数の詳細な情報をも
とに，ソボレフ不等式の最良評価（最良定数，
最良関数計算）を求める。並行してソボレフ
不等式の離散化を行って，連続・離散版最良
評価の統一的手法の糸口を探る。 
 
（３）解の存在定理の証明への応用：最近，
２M 階微分作用素の固定端自由端境界値問題
に対応するソボレフ不等式の最良定数を利
用して，変数係数微分方程式の解の存在定理
についての結論を得た。この結論は従来知ら
れていたリヤプノフ型不等式より良い評価
を与える。この結果を起点に，各種微分作用
素に対応する変数係数微分方程式の解の存
在定理を証明する。 

３．研究の方法 
 本研究組織は研究代表者の他に，亀高惟倫
大阪大学名誉教授（研究分担者），楳田登美
男兵庫県立大学教授（研究分担者），永井敦
日本大学教授（連携研究者）の 4名から構成
する。役割分担を決めた上で各テーマについ
て独立に研究を進め，電子メールなどを中心
に研究連絡を密に取る。また，年に 4回のペ
ースで 4名が関西に集まり，セミナーを開催，
研究報告，議論を行う。研究成果の外部への
発信については，積極的な論文・研究発表を
行う。研究の効率化を計るため研究組織の各
メンバーの専門分野を考慮して，基本的に以
下の通り研究の役割分担を決める。 
（平成 25 年度）武村：各種境界値問題に対
するグリーン関数の性質，特に正値性と対角
線値の挙動の解析を行う。並行して，ソボレ
フ不等式の離散化を行う。亀高：グリーン関
数と再生核の関連を究明，ソボレフ不等式の
最良評価を行う。楳田：各種微分作用素のス
ペクトル構造解析を行う。永井：グリーン関
数の離散化，離散ソボレフ不等式の最良評価
を行う。 
（平成 26 年度以降）武村：最良定数を変数
係数常微分方程式の解の存在定理の証明へ
応用する。亀高：重調和作用素に対応するソ
ボレフ不等式と L^pソボレフ不等式の最良評
価を行う。楳田：多重調和作用素など偏微分
方程式の境界値問題に対するグリーン関数
の計算と性質究明を行う，永井：重調和作用
素に対応したソボレフ不等式の離散化と最
良評価を行う。 
 
４．研究成果 
 初年度の 2013 年には，トムソンケーブル
の連続版に対する最良評価をえることがで
きた（雑誌論文⑦）。出力電圧の絶対値の最
大値が入力電圧の L^2ノルムの定数倍で評価
される。上記評価の内，定数がもっとも小さ
い最良定数を求めることができた。最良定数
は，抵抗，キャパシタンス，コンダクタンス
の各定数を用いて有理関数として表された。 
 2013年に Tokyo J. of Math.（Volume 36, 
Number 1）に掲載された正多面体上の離散ソ
ボレフ不等式の枠組みを，2014年にメビウス
の梯子へと拡張したのが雑誌論文⑤，⑥であ
る。本結果は，グラフラプラシアンは同様で
あるが，正多面体（正 4面体，正 6 面体，正
8 面体，正 12 面体，正 20 面体）から頂点数
のみを一般化するはじめての試みであった。
このすぐ後，2015 年に，正多面体の延長線上
で，頂点数を増やした C60フラーレンバッキ
−ボール（雑誌論文③），切頂正 4，6，8 面体
（雑誌論文②）へと拡張を行うことができた。
こうした離散ソボレフ不等式の工学的な意
味は，各原子の定常状態からの変位の絶対値
の 2乗の最大値を上からポテンシャルエネル
ギー（隣接する原子ののびの 2乗和）の定数
倍で評価する式である。すなわち，最良定数
が「小さい」ことは「たわみにくい」，言い



換えると，対象のモデルの「固さ」を表して
いる。この他に，2015 年には２M 微分作用素
(-1)^M(d/dx)^(2M)に対する自由端条件のソ
ボレフ不等式を導出後，最良評価を得た（雑
誌論文④）。これまで２M 階微分作用素
(-1)^M(d/dx)^(2M)の自己共役境界値問題に
おいて，固定端，ディリクレ端，ノイマン端，
固定端自由端，周期境界条件と系統的に扱っ
てきたが，残されていた自由端条件について
も結果をまとめることができた。２M 階微分
作用素に対する自由端境界値問題のグリー
ン関数は，超幾何級数に関連するホイップル
の公式を用いて表現される。また，グリーン
関数は可解条件下で対称直交化法を用いて
構成された。そのグリーン関数があるヒルベ
ルト空間の再生核であることを利用して，ソ
ボレフ不等式を導出後，最良定数を具体的に
M=1,2,3,4,5 のケースで求めた。M が 6 以上
の場合について，最良定数の予想をしたが，
未証明である。 
 2016年には，メビウスの梯子から重み付き
テプリッツグラフ上へ一般化することがで
きた（雑誌論文①）。重み付きテプリッツグ
ラフは，2 種類のテプリッツグラフの和とい
う形に分解されることで，分解前のテプリッ
ツグラフに対する連結性のチェックを容易
にする。重み付きテプリッツグラフ上の一般
化グラフラプラシアン Aに対応する 2種類の
離散ソボレフ不等式が得られた。それぞれの
不等式に対する各最良定数はグリーン行列
と擬グリーン行列を用いて計算された。2 種
類いずれの最良定数も Aを用いたある行列に
対する固有値の調和平均の逆数として表さ
れた。 
 以上の成果は関連の深い学会において，定
期的に研究発表（学会発表①−⑤）を行った。
研究成果物としては，関連の深い国内外のジ
ャーナルに投稿して，本研究の意義を社会に
発信した。 
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