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研究成果の概要（和文）：風向や分子のねじれ角は観測値が角度として表され、このような角度の観測は様々な
学問分野において存在している。そして、角度の観測を含むデータの多くは、他の変数と共に観測される多変量
データである。本研究では、角度の観測を含む多変量データのための統計的手法を研究した。具体的には、トー
ラス上の確率分布、角度データのための混合効果モデル、実数値と角度が混在するデータのためのベイジアンネ
ットワーク、などを提案し、それらの統計的性質を得た。

研究成果の概要（英文）：In various academic fields, it is often required to handle measurements 
which can be expressed as angles. Examples of such measurements include wind directions in 
meteorology and torsional angles in molecular biology. In practice, it is common that angular 
measurements are recorded with other linear and/or circular measurements. In our study, we have 
studied statistical methods for multivariate data which include angular observations. Specifically, 
we have proposed the following three models, among others, and obtained their statistical 
properties: families of distributions on the general-dimensional torus, a random effect model for 
circular data, and a Bayesian network model for linear-circular data.
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１．研究開始当初の背景 
 
様々な学問分野において、角度として表さ

れる観測値が得られることがある。例えば、
気象学における風向の観測はその一例であ
る。風向は、北を 0とし、時計回りを正の向
きとすれば、東をπ/2、南をπ、西を 3π/2
のように角度で表すことができる。つまり、
任意の風向は 0以上 2π未満の角度θ、もし
くは円周上の点（cosθ, sinθ）、として表
現できる。他には、バイオインフォマティク
スにおける分子のねじれ角も同様に、角度の
観測と解釈することができる。その他、医
学・地震学・動物行動学などの分野において
も角度の観測が存在している。 
角度の観測を含むデータには、統計解析を

する上で大きな問題がある。それは、このよ
うなデータの解析する上では、統計学が主に
対象としている実数値データのための解析
手法をそのまま使うことができないという
問題である。この問題は、角度（または円周）
には周期性があり、その位相が実数の位相と
異なっていることに起因している。 
このような背景のもとで、現在に至るまで

角度の１変量データの統計解析法に関する
多くの研究がなされてきた。それらの研究は
例 え ば 、 Mardia and Jupp (1999) や
Jammalamadaka and SenGupta (2001)などの
書籍にまとめられている。 
 
 
２．研究の目的 
 
「１．研究開始当初の背景」で述べたよう

に、過去には角度の１変量データの統計解析
法に関する多くの研究がなされてきた。 
しかし、角度の１変量データの方法論のみ

では現実には不十分であることが多い。なぜ
なら、実際に得られるデータは、角度のみの
１変量データではなく、他の変数（実数値や
角度など）と共に観測される多変量データが
ほとんどであるためである。特に近年では、
観測機器などの発達により、多くの変量を持
つデータが得られるようになり、多変量デー
タを解析するための統計解析法が以前にも
増して必要とされている。 
このような現状にもかかわらず、角度の観

測を含む多変量データのための統計的手法
に関する研究は限られたものしかない。その
中から統計モデルに関するいくつかの結果
をここで挙げることにする。以下、p 次元ト
ーラス上の点（p変量の角度）を(θ1,...,θp)、
q次元ユークリッド空間Rq上の点を(x1,...,xq)
とする。Johnson and Wehrly (1978)はシリ
ンダー(θ1,x1)上の確率分布を提案し、関連
した回帰モデルを提案した。近年ではバイオ
インフォマティクスとの関連から、２次元ト
ーラス(θ1,θ2)上の確率分布が、Mardia et 
al. (2007)、Kent et al. (2008)、Shieh et 
al. (2011) らによって提案されている。研

究代表者も２次元トーラス(θ1,θ2)上の確
率分布を研究してきた（Kato, 2009; Kato and 
Pewsey, 研究開始時改訂中, 2015年に出版）。
角度の観測を含む一般次元のデータのモデ
ルは、研究代表者の知る限り、Mardia et al. 
(2008)によるp次元トーラス(θ1,...,θp)上
の分布しかない。 
このように、角度の観測を含む多変量デー

タのための統計的手法に関する研究は限ら
れたものしかない。また、角度の観測を含む
２変量データのための統計的手法について
は、ある程度の研究結果があるものの、既存
のモデルではうまく当てはめることができ
ないデータが多く存在することが知られて
いる。 
さらに、２つより多くの変量を持つ分布と

しては、Mardia et al. (2008)の p 次元トー
ラス(θ1,...,θp)上の分布しか知られてお
らず、彼らの分布も、モデルの解釈・統計的
性質・推測に関する考察が十分になされてお
らず、実用的なモデルとは言い難い。このよ
うな現実の中、実用性と数学的な扱いやすさ
を併せ持つモデルが望まれるところである。
本研究ではこれらの問題を解決すべく、角度
の観測を含む多変量データのための統計的
手法の発展を目指した。 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究では、角度の観測を含む多変量デー

タのための統計的手法の発展に取り組んだ。
ここでは、３つの具体的な研究テーマについ
て、それぞれどのような方法で研究を行った
かを説明する。 
１つめの研究テーマは、新たな２次元トー

ラス(θ1,θ2)上の分布の提案およびその統
計的性質の考察である。提案した分布は、周
辺分布が一様分布となる分布、つまりコピュ
ラ、である。コピュラは任意の連続な１変量
周辺分布を持つように変換することができ、
柔軟な確率分布族を得るために用いられる。
分布の提案においては、trigonometric 
moment による分布の特徴づけを用いた。周辺
分布が一様分布となるtrigonometric moment
の必要十分条件を求めることにより、周辺分
布 が 一 様 分 布 と な る ２ 次 元 ト ー ラ ス
(θ1,θ2)上の分布を導いた。 
２つの研究テーマは、新たな一般次元トー

ラス(θ1,...,θp)上の分布に関する研究で
ある。１つめの研究テーマと同様、今回の分
布も全ての1変量周辺分布が円周上の一様分
布となる性質を持つ分布（コピュラ）の提案
を行った。分布を導く方法として平面上のラ
ンダムウォーク問題を考えることにより、周
辺分布が一様分布となる分布が得られるよ
う工夫を行った。そして得られた分布につい
て統計的性質を調べた。 
 最後に、３つめの研究テーマとして、シリ
ンダー(θ1,...,θp,x1,...,xq)上のデータの



ためのベイジアンネットワークを研究した。
今回は、それぞれのノードに対して最大１つ
の親ノードを持つ、木構造のベイジアンネッ
トワークモデルを対象とした。解釈が容易か
つ解析的に扱いやすいモデルを得るため、親
ノードと子ノードの同時分布として、２つの
実数のペアの分布には 2変量正規分布、２つ
の角度のペアの同時分布には Kato and 
Pewsey (2015)の分布、１つの角度と１つの
実数のペアの分布には Johnson and Wehrly 
(1978)の分布の特別な場合、を仮定した。こ
のベイジアンネットワークモデルについて、
モデルの解釈、相互情報量の計算、統計的推
測などを考察した。 
 その他、角度の観測を含む多変量データの
ための統計的手法に関する研究として、シリ
ンダー(θ1,...,θp,x1,...,xq)上の確率分布
および角度データのための混合効果モデル
についても研究を行った。詳細は、「４．研
究成果」で述べる。 
 
 
４．研究成果 
 
以下、(1) 2013 年度、(2) 2014 年度、(3) 

2015 年度、(4) 2016 年度の研究成果につい
てそれぞれ述べていく。 
 
(1)  １年目にあたる 2013 年度には、一般次
元トーラス(θ1,...,θp)上の確率分布の提
案とその統計的性質・推測の考察を行った。
この研究にあたっては、２次元トーラス
(θ1,θ2)上の分布を議論した Wehrly and 
Johnson (1980)および研究代表者の共著論文
（Kato and Pewsey, 当時改訂中, 2015 年に
出版）を参考にした。本研究では、はじめに
Wehrly and Johnson (1980)の２次元トーラ
ス上の分布（以下、WJ 分布）が特別な場合と
して周辺分布が一様分布となる確率分布と
なる点、および、WJ 分布は周辺分布が一様と
なる特別な場合を確率変数変換することに
より得られる点に着目した。そして、周辺分
布が一様分布となる WJ 分布の特別な場合を
一般次元へと拡張し、周辺分布が一様分布と
なる一般次元トーラス(θ1,...,θp)上の分
布を導いた。さらに、この分布を確率変数変
換することにより、特定の周辺分布を持つ一
般次元トーラス上の分布を得た。特に周辺分
布が円周上のコーシー分布となる場合につ
いて考察を行い、この分布は Kato and Pewsey 
(当時改訂中)の２次元トーラス分布の一般
次元への拡張であることが明らかになった。 
 
(2) ２年目にあたる 2014 年度は、2013 年度
に議論した一般次元トーラス(θ1,...,θp)
上の確率分布に関連した統計的手法を議論
した。また、Kato and Pewsey (当時掲載予
定, 2015 年に出版)とは異なるアプローチに
よって導出される２次元トーラス(θ1,θ2)
上の確率分布を提案し、その統計的性質を考

察した。提案した分布は trigonometric 
moment を特徴づけることによって導かれ、周
辺分布が共に一様分布となる性質を持つ（つ
まり、コピュラとなる）。この分布は
trigonometric moment の与え方によって、WJ
分布等、いつくかの既存の分布を特別な場合
として含むことを示した。また、提案した分
布のいくつかのサブモデルについて、密度関
数が陽な形で表されること、パラメータ解釈
が容易であること、擬似乱数発生が容易であ
ること、などを明らかにした。また、この分
布の一般次元トーラス(θ1,...,θp)上の確
率分布への拡張と関連した統計的手法を検
討した。 
 
(3) ３年目にあたる 2015 年度は、３つの研
究テーマに取り組んだ。 
 １つは、2014 年度に提案した２次元トーラ
ス(θ1,θ2)上の確率分布について、引き続き
研究を行った。具体的には、この分布の新た
なサブモデルを提案し、その統計的性質を考
察した。そして、そのサブモデルについて、
確率密度関数が陽な形で表されること、パラ
メータの解釈が容易であること、過去のサブ
モデルとは異なり非対称な確率密度関数を
持つこと、などの性質を明らかにした。 
 ２つめの研究テーマは、新たな一般次元ト
ーラス(θ1,...,θp)上の分布の提案とその
統計的性質に関する考察である。新たな分布
は、平面上のランダムウォーク問題を考える
ことにより提案した。そしてこの分布が、周
辺分布がすべて一様分布となること、
binding functionの設定により条件付分布を
よく知られた分布になるようにできること
を明らかにした。さらに、trigonometric 
moment が簡潔な形で表現できることを示し
た。そして、この分布の特別な場合として、
条件付分布がフォンミーゼス分布となるサ
ブモデルの統計的推測を議論した。具体的に
は、モーメント推定量が陽な形で表されるこ
と、ＥＭアルゴリズムを用いて最尤推定値を
求めることが可能であるなどの理論的結果
を得た。また、シミュレーションにより、数
値的にこれらの推定量を比較した。 
 最後に３つめの研究テーマとして、2015 年
度に取り組んだ上記２つの確率分布から導
か れ る 一 般 次 元 シ リ ン ダ ー
(θ1,...,θp,x1,...,xq)上の確率分布を提案
した。上記の２つのテーマにおける２次元お
よび一般次元トーラス上の分布は、すべての
周辺分布が一様分布となる性質を持つ（つま
り、コピュラとなる）。コピュラ理論の結果
を応用することにより、確率変数変換を通し
て２次元および一般次元シリンダー上の分
布を得られることを示した。そして、この得
られた２次元および一般次元シリンダー上
の分布について統計的性質を考察した。 
 
(4) ４年目にあたる 2016 年度は、３つの研
究テーマに取り組んだ。 



 １つめの研究テーマは、2014、2015 年度に
取り組んだ２次元トーラス(θ1,θ2)上の確
率分布の新たなサブモデルの研究である。こ
のサブモデルについて、trigonometric 
moment、密度関数が非負の値をとるためのパ
ラメータの条件、密度関数のmodeとantimode
に関する結果を得た。また、提案したサブモ
デルは、パラメータの値を変えることにより、
非対称性と不等分散性を表現できることを
明らかにした。 
 ２つめの研究として、一般次元シリンダー
(θ1,...,θp,x1,...,xq)上のデータのための
ベイジアンネットワークを研究した。角度と
実数値の分布に既存の分布を仮定し、２つの
変数間の関係を測る情報量として相互情報
量を用いることにより、ベイジアンネットワ
ークを構成することに成功した。そしてこの
モデルは、パラメータ推定が容易であること、
相互情報量の計算が容易であること、擬似乱
数を効率良く発生できること、などの扱いや
すい理論的性質を持つことを明らかにした。
また、シミュレーションにより、これらの理
論的性質を検証した。 
 最後に、角度データのための混合効果モデ
ルに関する研究を行った。過去には、被説明
変数が角度、説明変数が複数の角度となる回
帰モデルは提案されていたが、混合効果を加
えたモデルに関しては、研究代表者の知る限
り提案されていなかったようである。この研
究では、被説明変数が角度、説明変数が複数
の角度または実数値となる混合効果モデル
を提案し、その統計的性質に関する結果を得
た。具体的には、パラメータの解釈が容易で
あること、observed Fisher information が
比較的簡潔に表せること、同一クラスター内
の相関係数が陽に表せること、EM アルゴリズ
ムを用いてパラメータを推定できること、な
どの統計的性質を明らかにした。 
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