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研究成果の概要（和文）：インターネットなどのネットワークのつながり方を記述する複雑ネットワークモデル
には、次数（１つの頂点に直接につながる辺の数）がべき分布する性質（スケールフリー性）がある。スケール
フリー性をもつネットワークの数理モデルを構成し、その隣接行列について、固有値分布を調べた。また、複素
固有値をもつランダム行列モデルを拡張し、複素平面上で直交する多項式の性質を利用することにより、普遍的
な振る舞いを導出した。

研究成果の概要（英文）：In complex network models, describing the connection pattern of networks 
such as the internet, the degree (the number of edges directly connecting to a vertex) has a 
property (scale-free property) to be distributed according to a power law. Mathematical models of 
networks with scale-free property were constructed, and the eigenvalue distributions of the 
adjacency matrices were studied. In addition, random matrix models with complex eigenvalues were 
extended and universal behavior was found, by using the property of orthogonal polynomials on the 
complex plane.

研究分野： 数理物理・物性基礎
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ランダム行列理論は、サイズの大きい行列の固有値の分布に普遍的な振る舞いがあることを明らかにするもので
あるが、本研究では、これまで主に研究されてきた実固有値の分布の普遍性に加えて、複素固有値の分布の普遍
性についての理解を深めることができた。また、ランダム行列理論の研究において開発されてきた手法は、数学
や物理学の研究だけではなく、複雑ネットワークの記述を通じることにより、社会現象の研究にまで適用可能で
あることが示された。
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１．研究開始当初の背景 
ランダム行列とは、乱数を要素にもつ行列である。ランダム行列の理論は、数理統計学の分 
野において導入され、物理学に応用されて大きく発展した。物理学への応用としては、量子 
系のエネルギー準位統計への応用がよく知られている。エネルギー準位統計においては、ラ 
ンダム行列の固有値によってエネルギー準位がモデル化される。対象となる量子系は、原子 
核、メソスコピック系、量子カオス系など多岐にわたる。エネルギー準位密度のゆらぎには 
系の性質の詳細によらない普遍性があり、ランダム行列の固有値密度のゆらぎによって再現 
されることがわかっている。この普遍性によって、エネルギー準位統計に対して広くランダ 
ム行列理論を応用することが可能になった。研究代表者は、基礎数理と応用の両面からラン 
ダム行列とその普遍性について研究してきた。 
 一方、近年になって発展してきた複雑ネットワークの理論においては、インターネットな 
どの現実的な複雑ネットワークが普遍的な構造をもつことが明らかにされている。特に重要 
な普遍的な構造としては、スケールフリー性が挙げられる。ネットワークは、複数の頂点が 
辺によって結ばれたものとして表される。１つの点に直接につながる辺の数（次数）の分布 
がべき分布になることをスケールフリー性と呼ぶ。ネットワークの構造を定めるには、ｊ番 
目の頂点とｋ番目の頂点が辺により直接に結ばれているときには１、直接に結ばれていない 
ときには０の値をとるｊｋ要素をもつ行列（隣接行列）を与えればよい。スケールフリー性 
をみたす隣接行列の固有値分布は数値的に検証されており、その結果、従来のランダム行列 
モデルとは異なり、固有値分布がべき分布になることがわかっていた。このようなスケール 
フリー性をみたす隣接行列は、ランダム疎行列を一般化したスケールフリーランダム行列を 
構成することによって実現される。実際、場の理論的な方法（レプリカ法）によるスケール 
フリーランダム行列の解析により、数値計算の結果が再現されることが示されていた。 
 
２．研究の目的 
ランダム行列は物理学の様々な問題に応用されてきたが、その基礎となるのは固有値や固有 
ベクトルの分布の普遍性である。一方、近年の研究により、生物学や社会学に現れる複雑 
ネットワークは、スケールフリー性などの普遍的な特徴をもち、そのつながり方を表す隣接 
行列は、従来のランダム行列理論で扱われてきたものとは異なる特徴をもつことが明らかに 
されている。本研究においては、これらの既存研究の成果を踏まえて、ランダム行列理論を 
複雑ネットワークを包括できる形に拡大することにより、ランダム行列の普遍性への理解を 
深めることを目標とする。また、ランダム行列理論の応用を、複雑ネットワークの研究と結 
びつけて展開したい。 

 
３．研究の方法 
本研究においては、複雑ネットワークの隣接行列を調べ、固有値分布の特徴をランダム行列 
理論の予言と比較し、一致しない場合には新しい拡張されたモデルを構築する。場の理論的 
な方法などの数理物理学の手法を用いて解析を進めるが、これらの手法によって導かれた結 
果と比較検討するために、また、これらの手法がうまく適用できない場合を扱うために、数 
値解析の方法による研究も並行して進める。さらに、関連する分野の研究者と議論を行い、 
構築したモデルの有効性を検証し、応用範囲を拡大する。 
 
４．研究成果 
インターネットなどの現実的な複雑ネットワークにおいては、辺が向きづけられている（辺 
上に矢印をもつ）場合がある。スケールフリー性をもつネットワークの辺が向きづけられて 
いる場合について、複雑ネットワークの数理モデルを構成し、その隣接行列について、頂点 
数が大きい極限における漸近的な振る舞いを評価する研究を進めた。辺が向きづけられてい 
ることから、隣接行列は一般には非対称行列になり、その特異値は実軸上で１次元分布する 
が、固有値は複素平面上で２次元分布する。まず、ランダム行列理論の技法の一つである場 
の理論的な方法（レプリカ法）を適用することにより、平均次数が大きい極限において、特 
異値分布の振る舞いを解析的に評価できる場合があることを示し、特に、特異値分布のすそ 
野の部分について、べき分布を導出することができた。また、数値的手法により、固有値の 
複素平面上での広がりを評価する研究を行った。特に、内向き次数（内向きに頂点に入る矢 
印の数）と外向き次数（外向きに頂点から出る矢印の数）の大きさによる頂点の順序づけ 
が、固有値分布の広がりにどのように影響するのかを調べた。 
 向きづけられた辺をもつランダムネットワークの隣接行列のような非対称な実ランダム行 
列は、非エルミートランダム行列の例と考えられる。非エルミートランダム行列の普遍性に 
ついての基礎的な研究も行った。具体的には、N + L 次のランダムユニタリ行列の L 個 
の行と L 個の列を除くことによって得られる N 次の行列を M 個掛け合わせた積につい 
て、複素平面上での固有値分布を考え、Nが大きい極限における固有値相関関数の漸近形 
を解析的に評価した。その結果、非エルミートランダム行列の積に対する従来の評価と一致 
する漸近形が得られた。したがって、それらの漸近形は、異なるモデルから得られる共通の 
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結果であることから、普遍的なものであると考えられる。非エルミートランダム行列モデル 
のうち代表的なものについては、２次元流体の統計力学との関係に着目し、複素平面上で直 
交する多項式の性質を利用することにより解析できることが知られている。これらのランダ 
ム行列モデルを拡張して２次元流体モデルを構成し、複素平面上の直交多項式の理論に関連 
づけることにより、普遍的な振る舞いを導出した。 
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