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研究成果の概要（和文）：エネルギースケール変形を受けた幾つかの格子模型について、その状態をテンソルネ
ットワーク形式を使って数値的に求め、エンタングルメント・エントロピーの振る舞いを解析した。弱く双曲的
に曲がった２次元格子上のイジングモデルでは、相転移が平均場的であり、相関長が曲率半径程度に抑えられる
ことが判明した。古典ハイゼンベルグ模型の臨界現象が、離散化の方法によって１次転移、コスタリッツ・サウ
レス転移など、様々に変化することも判明した。また、エネルギースケール変形の拡張として、自己相似性を持
つフラクタル格子上ての相転移を解析する計算手法も開発した。加えて、励起の空間的な進行を追う動的窓の手
法も提唱した。

研究成果の概要（英文）：We investigated several types of lattice models under the energy scale 
deformation, where the local interaction strength is modulated slowly compared with the lattice 
constant, by means of numerical calculation assisted by the tensor network formulations. From the 
obtained thermal equilibrium states, behavior of entanglement entropy is analyzed with respect to 
temperature and parameters. In case of Ising model on hyperbolic lattices, which has a small 
negative curvature, its critical behavior is mean-field like, and the correlation length is bounded 
around the curvature radius even at the phase transition point. In the study of discrete Heisenberg 
model on two-dimensional lattice, various types of phase transitions are observed according to the 
manner of discretization. For example, we observed 1st order phase transition, and the 
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless one, etc. We have also developed numerical methods for fractal 
systems and for tracing wave packets on 1D lattice.

研究分野： 計算物理学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

 ハミルトニアンが並進対称性を持つ系に
おいて、基底状態や熱平衡状態が並進対称性
を持つかどうかは、非自明な問題として長く
研究されて来た。電荷密度波やその整合・不
整合がよく知られた例である。一方で、基底
状態が並進対称であっても、ハミルトニアン
までもが一様であるとは断定できない。例え
ばスピン系の AKLT 模型では、ボンド毎に相
互作用の強さが異なっていても、基底状態は
並進対称な Valence Bond Solid (VBS) 状態
である。このように、ハミルトニアンの一様
性と状態のそれは、区別して考えるべき概念
である。 

 物理系の数値解析に視点を移すと、ハミル
トニアンの基底固有状態を求める計算にお
いては、有限サイズ効果の軽減が一つの課題
である。Vekic と White は、物理系の境界付
近で、ハミルトニアンを構成する相互作用項
の係数を徐々に小さくして行く、スムーズな
境界条件という概念を 1993 年に提唱し、そ
の有効性を１次元量子系で確認した。我々は
この考え方を更に進めて、系全体で相互作用
項が空間的にゆっくりと変化しつつ、境界で
ゼロへと減衰して行く「球変形」について、
試行計算を行なってみた。その結果として、
エネルギースケールの変形関数として、正弦
関数の２乗を用いると境界効果が完全に消
失することを、幾つかの１次元系で確認した。
また、この正弦２乗変形の下では、系の両端
が互いに強くエンタングルしていることも
判明した。これが、本研究の発端である。 

 空間的に緩やかなエネルギースケール変
化を受けたハミルトニアンについて、固有状
態に対する変形の影響を検証するには、比較
的大きなサイズの系を取り扱う必要がある。
従って、自由フェルミ系など特殊な例外を除
けば、ハミルトニアンの対角化による数値解
析手法は現実的でない。この、計算量の問題
を解決する手段としては、密度行列繰り込み
群 (DMRG) 手法と、その発展として近年発
展著しい、テンソルネットワーク形式が有用
である。 

 以上の通り、一様な物理系から少しだけ離
れた非一様系に関心が広がり、また、これに
応える数値計算手法が蓄積されていたこと
が、本研究の背景である。 
 
２．研究の目的 

 ハミルトニアンが局所的な相互作用の総
和で表される低次元量子系や、対応する古典
統計系において、相互作用の強さが空間的に
緩やかに変化するエネルギースケール変形
を考え、基底状態や熱平衡状態の一様性が保
たれるかどうか、また、相関やエンタングル
メントがどのような変形を受けるかを解析
することが、本研究の主目的である。また、
変形関数にパラメターとして含まれる特徴
的な長さのスケールが、状態側に反映される

かも検証して行くべき問題である。 

 エネルギースケールの変形には、様々な種
類のものが考え得る。最も単純な場合が指数
関数的な空間変化であり、これは Wilson が
不純物問題に対して導入した「対数離散化」
から得られる格子模型と同等の性質を持つ
ものである。この「指数変形」の場合には、
変形前の物理系がGaplessであったとしても、
指数の減衰長の定数倍が基底状態の相関長
として現れることが知られている。指数的な
変形の延長として、変形関数が双曲余弦関数
である場合について、指数変形と同様に相関
長の制限が生じるかどうかが、まず本研究で
確認して行くべき課題である。 

 発展的には、エネルギースケールの空間変
化が「多スケール的に」累重している状況も
また、研究の対象として考えて行きたい。ラ
ンダム系やフラクタル系が、この代表的な場
合である。また、以上の解析を推進するため
に必要な、テンソルネットワーク形式を用い
た数値計算技法の開発も、それ自身が重要な
研究目的の一つである。 
 
３．研究の方法 

 まず手始めに、数値解析の手段であるテン
ソルネットワーク形式について、研究目的で
取り上げた、それぞれの物理系に対して応用
する方法について検討を行う。特に、繰り込
み群的な計算の過程で「自然に得られるエン
タングルメント」が持つ、物理的な側面につ
いて考察し、これを状態の解析のために有効
活用する手順を確立して行く。 

 具体的には、角転送行列を用いた密度行列
繰り込み群である「角転送行列繰り込み群」
の手法や、高次特異値分解を用いた「テンソ
ル繰り込み群」の手法を、格子系へと適用し
つつ、系の相転移の前後、特に臨界領域でエ
ンタングルメントが示す特異性を検出し、ス
ケーリング解析を行って行く。また、基底状
態からの励起の、空間的な移動を長時間追跡
する「動的窓形式」についても、この原理と
応用について、一般化の可能性を探る。 

 このように、解析手段そのものは数値的で
はあるが、エネルギースケール変形が系に与
える影響の物理背景について、研究目的に述
べた目標に沿って、分析を進めて行く。 
 
４．研究成果 

 エネルギースケール変形を受けた系を中
心として、以下の通り研究の成果が得られて
いる。更なる進展の方向にも触れつつ、以下
の通り報告する。 

 
(1)まず、論文[4]では弱く双曲的に曲がった
格子上での相転移を取り扱った。次の図のよ
うに三角格子に対して、規則的に７分岐の格
子点を挿入して行けば、比較的弱く双極的に
曲がった２次元格子を作ることができる。 



 この格子は再帰的な構造を持っており、負
の曲率半径が、７分岐点間の距離に比例する
ことを、容易に示すことができる。この格子
上のイジング模型を、相転移解析の対象とす
ることにした。なぜならば、双極格子上の古
典統計モデルに対応する１次元量子系を、量
子・古典対応を通じて推察すると（解析的な
詰めが甘い所はあるが）双極的に変形された
１次元量子系が対応していると考えられる
からである。 

 角転送行列繰り込み群手法を用いて、この
双曲格子模型を解析した結果、相転移の次数
は２次であり、相転移直上での臨界指数は平
均場的なものであることが判明した。これは、
系のハミルトニアンの中に「格子の形を通じ
て内在している」曲率半径という長さのスケ
ールが、臨界領域で相関関数の伸展を阻害し
ているからだと、素朴に考えることができる。
角転送行列を用いて相関長を求めることは
可能であるが、より簡便な検証方法として、
エンタングルメント・エントロピーが相関長
の対数に比例する事実を用いることにした。
同エントロピーは、角転送行列の４乗である
密度行列の固有値から計算できるのだ。そし
て、求めたエンタングルメント・エントロピ
ーは予想通り、曲率半径の対数に比例してい
た。 

 転移温度から離れた温度領域では、イジン
グ普遍性に従う臨界現象が観測された。つま
り、相関長が曲率半径に届かない範囲では平
面格子的な振る舞いが見られ、曲率半径と比
較し得る長さになった時点で、平均場的な振
る舞いへと、臨界現象の乗り換えが起きるわ
けである。なお、平均場的な振る舞いは、双
曲格子のハウスドルフ次元が無限大である
ことに起因していることが、従前の研究より
判明している。 
 
(2)論文[3]では、基底状態が行列積で記述さ
れる１次元量子系について、局所的な量子操
作によって発生した励起が格子上を進んで
行く状況を、「波乗り」しつつ追跡する計算
手法を開発した。計算の方法は、iTEBD 法の

転送行列演算を、波の先端に追随するように
シフトして行くだけである。 

 下図は、強磁性的な１次元量子スピン系の、
完全に偏極した基底状態（強磁性状態）に対
して、ある場所で瞬間的にスピン反転を行な
った後のスピン偏極を、時間に対して追跡し
て図示したものである。発生した励起は左右
に同じ速度(Spin Velocity)で進んで行き、
スピン変極の乱れは「光円錐」の内側でのみ
生じる。この図では、右側へと進んで行く波
について、その先端の追跡を行なった。 

 このように、長時間追跡が可能である背景
には、「波の先端部分ではエンタングルメン
トの時間的な増大が起きない」という物理事
実がある。今後は、エネルギースケール変形
された格子中を進む波束について、その時間
変化を動的窓の手法を使って解析して行く
予定である。特に、信号がなるべく反射され
て戻って来ない境界条件の設定が、信号処理
の道具としては重要である。 
 
(3)論文[1]では、古典離散ハイゼンベルグ模
型として知られている、４面体模型と８面対
模型を包含する、切頭４面体模型（図参照）
の相図と臨界現象を、角転送行列繰り込み群
を用いて解析した。相転移の検出にはエンタ
ングルメント・エントロピーが相境界で特異
な振る舞いをすることを利用した。 

 ８面体模型は従来、２次相転移すると考え
られていたが、精密な計算を改めて行ってみ
ると、実は１次転移であることが判明した。
この事情は、ポッツ模型が５状態以上で１次
転移することに、似ているものとも推察でき
る。一方で、４面体模型の臨界指数は、数値
計算の範囲内では共形場模型から予測され
る値とずれており、コスタリッツ・サウレス
転移の存在と、それによるスケーリングの補
正が存在することが強く示唆された。 
 ４面体と８面体を補完する、切頭４面体的
な状況の下では新たな低温相が存在するこ
とがわかり、相図は４つの異なる相から構成



されていることが判明した。今後の発展とし
て、様々な準正多面体の対称性を持つ離散ハ
イゼンベルグ模型の臨界現象を確定して行
くことと、これらを双曲格子に乗せた場合に、
幾何学構造が与える影響を探ることを計画
している。 
 
(4)前項に関連して、６状態クロック模型の
臨界現象についても、エンタングルメント・
エントロピーを用いた有限サイズ・スケーリ
ング解析を行い、コスタリッツ・サウレス転
移の転移温度を推定した。スケーリング解析
にあたっては、同転移に特徴的な対数補正を
含むスケーリング関数を用い、転移温度につ
いては２桁ほどの数値精度を確保すること
ができた。 

 一方で、エンタングルメント・エントロピ
ーのピーク位置を手掛かりにして有限サイ
ズ・スケーリングを行なった結果、スケーリ
ング関数自体の導出が不明確なものになっ
てしまった。実際は、グラフの肩の位置がサ
イズ毎に一致するべきであると考えられ、ベ
イズ統計等を用い、これまでに得られたデー
タを解析し直す必要がある。これらの計算結
果については、arXiv:1612.07611 として取
りまとめているが、このような理由もあり、
論文としては掲載に至っていない。追加的な
解析を、今後行なって行く。また、弱く双曲
的に曲がった格子上にクロック模型を置く
方法による「有限曲率スケーリング」につい
ても、検討して行きたい。 
 
(5)エネルギースケールに階層を持つという
意味において、フラクタル的な構造を持つ物
理系もまた、エネルギースケール変形を受け
たものであると考えることができる。フラク
タル構造は、例えば下図のような再帰的に構
成され、部分と全体に相似関係があるものだ。 

 
 フラクタル格子には様々な種類があるが、
図に示した構造の場合には、TERG 法と呼ばれ
る実空間繰り込み群手法が有効に使える。
我々は、イジング模型について、高次特異値
分解を用いた TERG 法（論文[5]参照）によっ

て、この系の比熱を求めた。（論文[2]参照）
その結果は、比熱が特に何の特異性も示さな
いように見えるものであった。しかし、詳細
にデータ解析を行ってみると、弱い特異性が
比熱に内在されており、相転移点で比熱の温
度微分が発散していることが判明した。 

 このようにして検出された相転移の臨界
指数は、共形場理論から導かれる、２次元系
のそれとは全く異なる値であり、このフラク
タル系の臨界現象が２次元系の普遍性を持
っていないことが判明した。相転移自体は存
在しているので、臨界次元の１次元よりも高
い次元の臨界現象であることは確実である
が、繰り込み群の流れから有効的な空間次元
を割り出すことについては、今後の課題とな
っている。 

 フラクタル格子上での相転移解析を行う
手段が確立できたことから、ポッツ模型、ク
ロック模型など、様々な模型について同様に
相転移解析を行って行く道筋が見つかった
ことになる。この方向へと、数値解析を継続
して行く予定である。また、相互作用がフラ
クタル的な変調を受けた系や、フラクタル上
でスムーズなエネルギースケール変形が存
在する場合についても、解析を進めて行く。 
 
(6)エトワーズ・アンダーソン模型に代表さ
れる、スピングラス系の模型は、様々な距離
のエネルギースケール変調が重なったもの
であると見ることができる。ランダムネスの
下で、系が持つエンタングルメント・エント
ロピーが、どのような振る舞いを示すかは、
大変興味深い問題である。 

 より単純な模型として、２次元±J イジン
グ模型の相転移解析を、TEBD 法によって試験
的に解析した。その結果として、強磁性相と
常磁性相の間では、エンタングルメント・エ
ントロピーに特異性が現れることが、これま
でに判明している。（学会発表[4]）内部エネ
ルギーに何の特異性も生じない、いわゆる西
森ポイント直上で、同エントロピーの特異性
が確認できることは、自由エネルギー自体に
は「西森ポイント上であっても」特異性が残
っていることを示唆している。 

 今後は、エンタングルメント・エントロピ
ーのマルチスケールな構造を、ランダム系に
自動的に対応するよう改造された MERA 形式
を使って求め、ランダムネスに起因するエン
タングルメントの発達とその機構について、
試験的な研究を進めて行く予定である。 

 
(*)最後に、エネルギースケール変形につい
て、最近の国内の動向について触れておく。
境界効果を完全に消去する正弦２乗変形の
特質は、実は共形場理論で良く知られたモジ
ュラーハミルトニアンを使って説明できる
ことが、奥西らによって明らかにされた。ま
た、有限サイズ効果を低減する手法としての
正弦２乗変形は、堀田らによってカゴメ格子



反強磁性量子スピン系の解析に用いられ、期
待された通り、２次元量子系の基底状態解析
に有用であることが確認されている。エネル
ギースケール変形についての研究は、今後更
なる広がりを見せるものと期待している。 
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