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研究成果の概要（和文）：本研究は，建設産業の構造物を対象に，メタモデリング理論を構築し，ソリッド要素
を使った有限要素法の優位性を示すことが目的である．連続体のラグランジュアンを利用し，代入する変位関数
に制約を与えることで，多様なモデリング（数理問題）が導出されることを証明し，これをメタモデリング理論
として確立した．
モデリングに基づき，数値解析も多様なものが可能である．ラグランジュアンの正解を与える数値解析手法がソ
リッド要素モデルを使う有限要素法であることを証明した．これは，構造要素モデルを使う有限要素法は，メタ
モデリング理論の観点からは近似解であることを意味する．ソリッド要素との比較は意味がないことを証明し
た．

研究成果の概要（英文）：The objective of the present study is to establish a meta-modeling theory, 
in order to indicate superiority of solid element FE analysis. Using a Lagrangian of a continuum, we
 prove that it is possible to make various modeling (posing a mathematical problem) by restring the 
argument of the Lagrangian and taking variational with respect to the restricted argument. This is 
the base of the meta-modeling theory.
The meta-modeling theory enables us to use various numerical analysis methods, each of which is to 
solve a distinct modeling. It is proved that solid element FEM analysis provides an exact solution 
of a continuum. This implies that other numerical analysis methods such as structure element FE 
analysis is an approximation of the solid element FE analysis. Comparison of a solid element EF 
analysis with structure element FE analysis is meaningless in the view point of the meta-modeling 
theory.  

研究分野：応用力学

キーワード： 連続体力学　構造力学　計算力学　有限要素法　ラグランジュアン　ハミルトニアン
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１．研究開始当初の背景 
近年の計算機の進歩は，ソリッド要素を使
った大規模有限要素法解析を可能とした．部
材実験が必要な梁・板要素等を使う構造モデ
ルと比較して，連続体モデルは設計コストを
大幅に削減する．しかし，建設産業では連続
体モデルの利用は限定的である． 
ソリッド要素有限要素法の利用を推進する

ため，構造力学と連続体力学の優劣を理解す
ることが必要とされる．構造力学が連続体力
学の巧妙な近似解法であることを示すことで，
通常，利用される構造要素モデルと比較した，
ソリッド要素モデルの優位性を証明すること
が望まれる． 
 
２．研究の目的 
本研究は，建設産業の構造物を対象に，メ
タモデリング理論を構築し，ソリッド要素モ
デルの優位性を示す．さらに，メタモデリン
グ理論に基づき，ソリッド要素モデルの前処
理・求解・後処理の改良を試みる． 
連続体のラグランジュアンを対して，それ

に使われる変位関数に適切な制約を与える場
合，制約を受けた変位関数に固有の数理問題
がラグランジュアンから導出される．この数
理問題の導出をモデリングと称し，同一のラ
グランジュアンからさまざまなモデリングが
可能であることがメタモデリング理論の要諦
とする． 
メタモデリング理論に基づく前処理の改良

とは，ソリッド要素モデルの設定の際に，構
造要素モデルの特性を移植することである．
求解の改良では，ソリッド要素モデルの共役
勾配法の初期値として，構造要素モデルの解
を使うことである．後処理の改良では，ソリ
ッド要素モデルの解を構造要素モデルの解に
近似し，断面力等が算出しやすいようにする
ことである． 
 
３．研究の方法 
 
平成 25 年度 
前処理と後処理の改良に関して，構造要素

モデルとソリッド要素モデルの単純化-複雑
化関係と近似-精緻関係を利用することを試
みる．前処理では，CAD から自動構築される構
造要素モデルを出発点とし，構造要素をソリ
ッド要素に置き換え，構造要素で単純化され
た複幾何形状を忠実に表現することでソリッ
ド要素モデルを構築する．同様に，後処理で
は，膨大なソリッド要素モデルの解を構造要
素モデルの解に近似する方法を確立する．近
似は変位関数を制約することで行う． 
ソリッド要素モデルの前処理・後処理を自

動化するモデュールが必要である．モデュー
ルを設計し，コード化に着手する． 
 
平成 26 年度 
前処理・後処理の自動化のためのコード作

成を進める．それと同時に，求解の改良に着

手する．大規模なソリッド要素モデルの有限
要素法解析では求解に共役勾配法が用いられ
る．共役勾配法はマトリクス方程式の誤差を
最小とする繰り返し計算のアルゴリズムであ
り，適切な初期値を与えると誤差が早く 0 に
収束する．この初期値に，構造要素モデルの
解を使う． 
 
平成 27 年度 
前年に引き続き，共役勾配法の適切な初期
値となるような，構造要素モデルの解を内挿
してソリッド要素モデルの解の構築を目指す．
なお，部材内では内挿で概ね十分であろうが，
部材の接合部には特段の工夫が必要である．
単純化と近似の結果，構造要素モデルの接合
部の解は，そのままソリッド要素モデルの解
に精緻化できないからである．応力集中部も
同様である． 
 
平成 28 年度 
本研究の副産物となった，連続体のハミル
トニアンの利用を検討する．従来のハミルト
ニアンと異なり，連続体のハミルトニアンは
時間と空間の微分を含む．有限要素法の定式
化と効率的な数値解法を検討する． 
 
研究体制 
本研究の具体的な作業は，理論構築とその
理論に基づくコード作成である．理論構築は
研究代表者が個人で行う．コード作成も研究
代表者が行う．コード作成に関しては，適宜，
専門家のアドバイスを受ける． 
 
４．研究成果 
本研究の最大の成果は，建設産業に関わる
数値解析において，連続体力学に基づくソリ
ッド要素有限要素法解析の優位性を示すこと
ができた点である．この成果は，本研究の根
幹となるメタモデリング理論が完全な形で構
築されたことによっている． 
構築されたメタモデリング理論の要諦は，
構造力学は連続体力学と完全に同一の物理則
を採用していること，しかし，数理的近似の
結果，異なる数理問題を解いていること，の
二点である．連続体力学のラグランジュアン
の変位関数に，適切な制約という数理近似を
施すことで，柱・梁・曲がり梁・板・シェルの
準静的・動的状態の支配方程式が導出される．
この意味で，構造力学は連続体力学の近似解
法と考えている． 
近似解法でありながら，連続体の幾何形状
が，柱・梁・曲がり梁・板・シェルである場合，
構造力学の近似解は，連続体力学の正解に非
常に近くなる．この意味で構造力学は連続体
力学の巧妙な近似解法である． 
 
メタモデリング理論と有限要素法 
有限要素法の研究開発は長い歴史を持つが，
連続体力学と構造力学の関係に立ち戻り，構
造要素モデルを使ってソリッド要素モデルを



使う有限要素法の改良を試みた研究は新機軸
である．従来，考慮もされなかったこの改良
が可能であることを示す理論的根拠が，構造
力学を連続体力学の巧妙な近似理論と位置付
けるメタモデリング理論である．数値解析の
観点では，メタモデリング理論は，ソリッド
要素モデルの近似化が構造要素モデルであり，
構造要素モデルの精緻化がソリッド要素モデ
ルであることが厳密に証明された（図 1参照）． 
 

 
図 1．メタモデリング理論の概要 

 
メタモデリング理論に基づいて，ソリッド

要素を使う有限要素法の前処理・求解・後処
理を独立したモデュールとして作成した．特
に，後処理のモデュールは有効である．通常，
ソリッド要素の解は，ガウス点に応力テンソ
ルが蓄積されるため，構造解析に必要な断面
力を計算するためには，応力テンソルの空間
分布を内装し，断面でのトラクション分布を
推定することが必要であった．本研究で開発
された後処理のモデュールでは，節点の変位
ベクトルから，柱・梁・板等の制約された変位
関数を計算し，この計算された変位関数から
断面力を計算するものである．大規模なソリ
ッド要素モデルの数値解でも，容易に変位関
数を計算することが可能であり，その結果，
断面力の算定も各段に効率的となった． 
 
接合部の取り扱い 
 構造設計の観点からは，接合部の精緻化・
近似化が難しいことが判明した．構造力学で
は，接合部は境界条件や線形・非線形バネと
してモデル化される．変位・トラクションが
滑らかに連続する接合部では，上記のような
簡略化された取り扱いを精緻化することは容
易である．しかし，橋梁構造物の支承のよう
に，滑りという変位の不連続性を扱う場合に
は，精緻化は不可能である．むしろ，ソリッド

要素モデルの解を近似化し，適切なバネやダ
ッシュポットに置き換えることのほうが有効
である． 
 変位が不連続となる接合部に対し，ソリッ
ド要素モデルを使った解析によってその構造
特性を分析し，適切なバネやダッシュポット
を構築するという近似化は，実は，接合部の
部材実験と同様である．荷重と変位の関係を
計測し，そこからバネやダッシュポットの特
性を決定するという部材実験である． 
精緻なソリッド要素モデルを使う接合部の
数値実験は，実際の接合部の部材実験の代替
となることは自明である．勿論，大きな荷重
を受ける場合の，非線形挙動を再現・予測す
るためには，部材の詳細な材料特性の他，異
種部材の接触界面での滑り特性を正確に設定
する必要があり，これは容易ではない．しか
し，滑り特性の効果が小さい一定の範囲の荷
重であれば，比較的簡略な滑り特性を設定す
る数値実験は有効である． 
 
連続体のハミルトニアンの導出 
連続体力学と構造力学の関係とソリッド要
素モデルと構造要素モデルの関係を明確にす
るという当初の予想を超えて，メタモデリン
グ理論は，連続体力学そのものの進展をもた
らした．これは連続体のハミルトニアンの導
出である（ハミルトニアンの導出と，導出さ
れたハミルトニアンの利用のため，研究期間
を延長した）． 
古典的解析力学の枠組みでは，ハミルトニ
アンは時間の関数となる物理量に対して，ラ
グランジュアンから導出される．さらに，ラ
グランジュアン方程式は時間微分を含む正準
方程式に変換される．連続体の場合，時間と
空間の関数となる変位という物理場を対象と
するため，ハミルトニアンの導出に空間微分
が必要となる．連続体のハミルトニアンの正
準方程式は，時間と空間の微分を含み，さら
に，時間と空間の微分演算子は共役な関係に
あり，高い対称性を持つことが示された（図 2
参照）． 
連続体のハミルトニアンは，運動量ベクト
ルと歪テンソルの関数となり，正準方程式は
運動量ベクトルと歪テンソルの時間微分が，
ハミルトニアンの歪テンソルと運動量ベクト
ルに関する勾配の空間微分になる．この共役
関係は数値解析にも利用できる．運動量ベク
トルと歪テンソルを独立に時空間で離散化す
ると，離散化された二つの物理量の正準方程
式を時空間で解くことが可能となる． 
共役な物理量を独立に離散化した上で，正
準方程式を時空間で解くという解法は，4 次
元解法としても新機軸であると思われる．ま
た，有限要素法と個別要素法の関連を明示す
る粒子離散化手法有限要素法（PDS－FEM, 
Particle Discretization Scheme）として研究
開発されてきた離散化手法の拡張ともなって
いる． 
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図 2．連続体のハミルトニアン 
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