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研究成果の概要（和文）：1987 年のEriksenによる多変量正規モデルの測地線のミステリアスな導出に対し、群作用に
よる理解を目標としたが、指導下の博士課程学生である井上公人がリーマン対称錘の沈め込みを用いて解決した。これ
は一般の楕円型モデルに対しても新しい示唆を与える。また、確率分布由来で定義されたα行列式の表現論から定まる
対称群のリース積と一般戦型群の相対不変式となるリース行列式を用いた群-部分群行列式の研究を行った。さらに、L
evi 過程の一種である Maixner-Pollaczek 過程の多変量化に必要な多変数Maixner-Pollactzek多項式の理論を対称錘
上の調和解析の枠組みで構築した。

研究成果の概要（英文）：The first theme of the project was to understand, by employing a suitable group 
action, the mysterious derivation/determination of geodesics on multivariate normal models given by 
Erisken in 1987. This was completely achieved by Hiroto Inoue, a PhD course student under my supervision. 
Actually, he proved that the normal model can be realized as a submanifold of a certain (pre-conjectured) 
Riemannian symmetric space (cone) by Riemann submersion and the mysterious derivation of geodesic follows 
from this fact. This result may provide a new understanding for the elliptical models including normal 
models. The second is expanding the representation theoretic study of α-determinant, which was 
originally defined in the framework of statistical and probability theory, we explored the group-subgroup 
determinant theory. Moreover, as the third theme, we obtain the fundamental results of multivariate 
Meixner-Pollaczek polynomials in the framework of harmonic analysis on Hermite symmetric spaces.

研究分野：表現論
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１．研究開始当初の背景 
 
統計多様体に対する群作用・群構造を考察す
る研究は行われていなかった。全ての統計多
様体に非自明な群の作用があるわけではな
いが、正規モデルなどは自然なものをもつこ
とがわかっていた。また、元来、統計学・確
率論から現れた α行列式の表現論の展開を始
めたばかりであった。さらに、多変数の Levi 
過程のひとつである Meixner-Pollaczek 過
程の構築の研究が待たれていた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題では、確率論・統計学における以
下の 3 問題に対する表現論による解決と新
しい問題の開拓を目指す。 
 
I.楕円型分布モデルなどの統計多様体の測地
線の群作用による記述と典型的モデルのリ
ー理論的双対性の探求。さらに群作用をもつ
統計モデルに対応する軌道推定理論の構築
を目指す。 
 
II.α行列式の正値性問題とそれに基づく確
率過程構成問題への帯球関数・表現論からの
研究。 
 
III.管状型エルミート対称空間上で定式化さ
れ 多 変 数 直 交 多 項 式 系 を 定 め る
Meixner-Pollaczek 多項式の理論に基づく時
間・空間的多変数 Levi 過程の構成と、関連
する不変式論の展開。 
 
３．研究の方法 
 
I:n(>1)次元の正規分布モデルは、リーマン
対 称 空 間 （ SO(n+1,n)/S(O(n) × O(n)), 
Sp(n,R)/U(n)）の可微分部分多様体と考えら
れるが、フィシャー情報量から定義されるリ
ーマン計量は、それら対称空間の標準的な計
量とは異なる。しかしながら、平均が 0 の分
布全体がなすモデルを考えると、それは測地
的部分多様体となり、指数写像から測地線が
求められる。一方、Eriksen(1987)の計算に
よると、適当な意味でブロック分けをした行
列の指数写像の対応ブロック成分の一部か
ら、測地線が取り出せることが分かっている。
この点を群論幾何学的に明らかにする。 
 
４．研究成果 
 
平成２５年度は、以下について考察した。
n(>1)次元の正規分布モデルは、リーマン対
称 空 間 （ SO(n+1,n)/S(O(n) × O(n)), 
Sp(n,R)/U(n)）の可微分部分多様体と考えら
れるが、フィシャー情報量から定義されるリ
ーマン計量は、それら対称空間の標準的な計
量とは異なる。しかしながら、平均が 0の分
布全体がなすモデルを考えると、それは測地

的部分多様体となり、指数写像から測地線が
求められる。一方、Eriksen(1987)の計算に
よると、適当な意味でブロック分けをした行
列の指数写像の対応ブロック成分の一部か
ら、測地線が取り出せることが分かっている。
この点を n=2 のときは完全に、n>2 において
も部分的ではあるが群論幾何学的な理解を
深めた。 
 
平成２６年度は、正規分布モデルや t-分布、
コーシー分布などを含む統計多様体の重要
例である楕円型モデルに関し、測地線の明示
的記述にお観点からの研究方向を定めると
ともに、より、（フィシャー情報量から定ま
る）リーマン対称空間・等質空間による定式
化など、群論幾何学的記述を目指した。さら
に、このような統計多様体をモデルとした新
しい調和解析・数論の研究対象（統計分布間
の推移性などの考察も含め）を見いだした。 
多変量 Meixner-Pollaczek 多項式の一般的
記述（それらが満たす差分方程式系の記述を
始め直交性、母関数、行列式表示など）を確
立した（J. Faraut との共同研究）。パラメ
ータの多変量化を、被覆群の表現論的観点か
ら進めてきた（未完成）。変数の多変数化に
よ り 、 レ ビ 過 程 の 重 要 例 で あ る
Meixner-Pollaczek 過程（現時点では一変数
のみしか定義されていない確率過程）の時間
変数の多変数化が望め、パラメータの多変数
化により空間変数の多変数化が期待できる
ため、その方針で研究を進めた。 
 
平成２７年度は、多変量正規分布モデルやｔ
-分布、コーシー分布などを含む統計多様体
の重要例である楕円型モデルに関し、測地線
の明示的記述の観点からの研究方向を定め
るとともに、その微分幾何学的研究に挑んだ。
このことは、このような統計多様体がなすリ
ーマン等質空間のリーマン対称空間への埋
め込みに関する研究を促すことになったが、
本研究期間中には決定的な成果は得られな
かった。ただし一方で、正規分布モデルに関
しては、この方向の研究を博士後期課程の学
生である井上公人が進め、Eriksen の 1987
の論文に触発され、研究代表者らが 2011 年
に特別な場合の考察を行い open problem と
していた問題である、正規モデル上の測地線
の初等的だが mysterious な Eriksen の構
成について、その意味をリーマン対称空間
（とくに対称錘）の Riemann submersion を
用いて明らかにした。また、多変数の 
Meixner-Pollaczek 多項式をエルミート対
称錘の枠組みで構成、その性質を明らかにし、
レ ビ 過 程 の 一 つ で あ る 、 多 変 量 
Meixner-Pollaczek 過程（空間変数、時間変
数ともに多変量となる）の研究の土台を築い
た。 
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