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研究成果の概要（和文）：ハルナック不等式とは同一の中心をもつ大小の球を考えたとき，大きい球内での正値調和関
数の小さい球内での値は中心の値の定数倍で比較されるという不等式である．有限個の球が半径に比例する十分大きい
共通部分をもってつながっているものをハルナック連鎖という．ハルナック連鎖を構成する一つ一つの球にハルナック
不等式を繰り返し用いることにより，ハルナック連鎖上の正調和関数の両端の値は比較可能なることをハルナック原理
という．本研究ではハルナック連鎖の中に容量の小さな除外集合があっても，ハルナック原理が成立することを示し，
その応用を与えた．

研究成果の概要（英文）：Consider concentric two balls. If h is a positive harmonic function in the larger 
ball, then its values on the smaller ball is comparable to the value of h at the center (Harnack 
inequality). A Harnack chain is the union of balls such that consecutive balls have sufficiently large 
intersection. Applying the Harnack inequality to each constituent ball yields that a positive harmonic 
function on the Harnack chain assumes comparable values at the centers of the first and last balls 
(Harnack principle). We have shown that the same Harnack principle holds even if there exists an 
exceptional set in the Harnack chain, provided the capacity of the exceptional set in each ball is 
sufficiently small.

研究分野：解析学
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１． 研究開始当初の背景 
 
正調和関数の値を比較する Harnack 不等式
は極めて重要な基本不等式である．一言で言
えば Harnack 不等式は同一の中心をもつ大
小の球を考えたとき，大きい球内での正値調
和関数の小さい球内での値は中心の値の定
数倍（大小の球の半径比にのみ依存）で比較
されるという不等式である．有限個の球が半
径に比例する十分大きい共通部分をもって
つながっているものをHarnack連鎖という．
Harnack 連鎖を構成する一つ一つの球に
Harnack 不等式を繰り返し用いることによ
り，Harnack連鎖上の正調和関数の両端の値
は比較可能（Harnack連鎖の長さによる）こ
とが分かる．これをHarnack原理という． 
 
Harnack 不等式，Harnack 原理は古典的な
調和関数に対しても様々な応用があり，より
一般の方程式の正値解に拡張したいという
要求は極めて高かった．今日ではいわゆる
De Giorgi-Nash-Moser の方法によって楕円
型・放物型の (非 )線型方程式の正値解に
Harnack不等式が一般化され，数多くの応用
が得られている．古典的な調和関数の場合と
は異なり，この方法はソボレフ-ポアンカレの
不等式に基づく変分法的なものであるが，最
終的なステートメントは古典的な Harnack
不等式とほとんど同じである．すなわち，正
調和を楕円型方程式の正値解に直すだけで
ある．このHarnack不等式をHarnack連鎖
にそって繰り返していけば，楕円型方程式の
正値解に対する Harnack 原理がたちどころ
に得られる．De Giorgi-Nash-Moser の方法
の改良・一般化に対する文献は極めて多いが，
Harnack不等式から Harnack原理に行くと
ころは，古典的な調和関数の場合から，何も
進歩していない．Harnack不等式を単純に繰
り返しているだけであった． 
 
２．研究の目的 
 
この研究の着想は「Harnack連鎖は最良だろ
うか?」という疑問から起こった． 調和関数
と Brown運動の密接な関係から，Brown運
動に障害を与えない程度の「小さな」除外集
合（ダストと呼ぼう）が許容されるのが直観
である．実際，ダストの容量が 0，すなわち
極集合であれば，Harnack連鎖からダストを
除いたところの有界正値調和関数は除去可
能集合の上まで調和に拡張される（調和関数
の除去可能定理）．したがって，有界正値調
和関数に限れば，Harnack不等式はそのまま
拡張される．しかし，ダストの容量が正であ
る時には自明ではない．その大きさを正確に
測る必要がある．2 つの球を曲面で切り離す
ことができるから，Lebsegue 測度では明ら
かに不十分で，最低でも n-1 次元の
Hausdorff測度の尺度で測る必要がある． 
 

以上のような予備的な考察から，Harnack連
鎖に許容されるダストの大きさを測り，
Harnack 不等式の繰り返しを何らかの意味
で行って，Harnack原理が成り立つことを示
すのが目的である．このプロセスは古典的な
調和関数の場合でさえ，考えられてこなかっ
た．したがって，本質を明らかにするにはま
ず調和関数のときを考察する．この研究では
除外集合の容量を定量的に測り，それが正で
あっても十分小さければ，Harnack不等式の
繰り返しが成立することを示す．すなわち次
の形の定理を明らかにする． 
 
定理． を Harnack 連鎖， を

内のコンパクト除外集合， を

＼  上の正調和関数とする．

このとき Eの容量が十分小さけれ 

 

となる．ただし A>1 は N や h，E の形状に
依存しない定数である． 
 
３．研究の方法 
 
容量とその平衡分布について深く考察する．
目標とする定理の ＼ を と
とし， に対する調和測度を考える．正調和
関数は調和測度の積分で与えられるから，調
和測度に関する適切な評価が得られれば良
い．そのために調和測度を掃散で表し，掃散
と平衡分布の関連から，ダストを打ち消すよ
うなイテレーションスキームを作る．各球内
のダストの容量が小さいことからこのスキ
ームは可能であり，帰納法によって調和測度
の評価を得る．さらに技術的なことであるが，
帰納法が働くように，Harnack 連鎖がループ
しないようにしておく．Harnack 連鎖の長さ
は擬双曲距離と比較可能であり，擬双曲距離
に付随したループしないHarnack連鎖を構成
する． 
以上のアウトラインを国内外で発表し，数多
くの研究者に聞いて貰うことにより，フィー
ドバックを得る．そのプロセスによって自分
自身の構想を整理し，再び発表することによ
って，議論の本質を抽出する．さらに論文執
筆・講演・発表を繰り返して理論の純度を高
め，関連する話題へ応用することにより，理
論の幅を広げていく． 
 
４．研究成果 
 
目的としていた「ダストを許した Harnack 不
等式」は完成し，解析学で伝統のある J. Anal. 
Math. 誌から出版することができた．この不
等式は見かけは Harnack 連鎖に除外集合を
認めるもので，内部 Harnack 不等式の拡張
のように思われるが，実は境界 Harnack 原



理に応用がある．特に境界がグラフで与えら
れる領域に対しては，境界付近から内部に向
かって大きさ一定の球の列を取ると，球内に
ある領域の外部はだんだん減っていって，最
終的には球が完全に領域内に含まれるよう
にできる．いったん領域内部に入ってしまえ
ば，よく知られた通常の Harnack 不等式を
用いた評価が可能である．本研究の成果であ
る「ダストを許した Harnack 不等式」は境界
付近でも，あたかも領域外部が存在しないか
のような，Harnack不等式を与え，その結果
として，対数 Hölder 領域で指数が１より大
きい場合に境界 Harnack 原理が成立するこ
とが分かった． 
一方，熱核を時間積分すると調和関数に関す
る Green関数が得られることから，Harnack
不等式は放物型問題とも密接に関係してお
り，きわめて複雑な領域に対する放物型境界
Harnack 原 理 や 熱 核 の Intrinsic 
Ultracontractivity を導くことができた．こ
れは 60 ページを超える長編の論文となり，
調和解析で顕著なスペインの雑誌 Rev. Mat. 
Iberoam.から発表した．さらに，境界
Harnack 原理成立のための境界の滑らかさ
がシャープであることが分かった． J. 
London Math. Soc.誌において，対数Hölder
領域で指数が１より小さいもので境界
Harnack 原理が成立しないものを構成した
からである．これら 3つの結果はすべて本研
究の目的である「ダストを許した Harnack 不
等式」から発生したものである．さらに，そ
の一部の議論は非線形ポテンシャル論にも
適用できて，容量密度の 0-1 法則を導くこと
ができた．これは Proc. Amer. Math. Soc.で
出版され，さらに距離測度空間への拡張へと
研究が継続している． 
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