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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、アンテナなどの導体や誘電体等の散乱体の最適形状をコンピュータによる
数値計算を駆使して求める方法論の基礎の確立を目的とし、次のような成果が得られた。(1)ブロックSS法に境界要素
法を組み込み、高精度に固有振動数の計算ができることを示した。 (2)2次元の電磁波散乱問題のトポロジー導関数の
導出と境界要素法の定式化を行い、観測点における磁場強度を最大にする散乱体のトポロジー最適化問題に適用した。
(3) 3次元のマックスウェルの方程式に対して、境界要素法による電磁波動散乱問題の境界積分方程式の定式化を行い
、真空中に無限小の誘電体が発生する際の目的関数のトポロジー導関数を導出した。

研究成果の概要（英文）：An effective numerical technique for calculating the eigen frequencies by means 
of the block SS method and the boundary element method (BEM). Next, for two-dimensional electromagnetic 
field, a BEM has been formulated. A typical objective functional has been defined and the rigorous 
mathematical expression of the topological derivative of the objective functional has been derived. It 
has been used for the topology optimization procedure based on the level set method. The effectiveness of 
the present approach has been demonstrated through numerical experiments. For a more general 
three-dimensional problems, a BEM for solving Maxwell’s equations has also been derived. For an 
objective functional appropriately defined, the topological derivative for emergence of an infinitesimal 
scatterer has been derived and applied to the topology optimization of calculating the optimum 
distribution of the scatterers.
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１．研究開始当初の背景 
(1)	
 我々の生活空間は、様々な機器から発せ
られる電磁波で満ちている。近年、このエネ
ルギーを回収して、大規模地震発生等の天災
時の最低限の通信手段確保のための充電手
段として、電磁波エネルギーを高効率に回収
する技術の開発が望まれている。それには高
効率アンテナ技術、検波回路技術、電源回路
構成技術の研究開発などが同時に必要とな
る。ところがそのアンテナの構造や配置に関
しては、薄膜状の形状が試行錯誤で決定され
ており、必ずしも物理的に最適な形状が求め
られているわけではない。このような形状を
効率的に見出すには、コンピュータによる数
値シミュレーションが極めて有効である。電
磁波に関する波動問題の解析手法は、FDTD
法や、有限要素法が用いられている場合が多
い。一般に多くの電磁波解析は、無限空間に
対して行う必要があり、アンテナ等の形状設
計問題の解析手法としては、開領域を厳密に
扱うことができる境界要素法が断然有利で
ある。	
 
 
(2)数値解析手法として無限領域を厳密に取
り扱うことが可能な境界要素法が最も適し
ている。形状設計には誘電体や胴体の形状を
変更しながら電磁場解析を多数回繰り返す
必要があるが、境界要素法はその際の要素分
割も容易である。また、境界要素法は大規模
な解析のための高速解法の開発も容易であ
り、境界要素法の利点を生かした様々なトポ
ロジー最適化問題への応用も進んでいる。し
かしながら、電磁波問題のトポロジー最適化
は、無限領域中の 3次元空間内に置かれた形
状の最適トポロジーを同定する問題であり、
その解法の方法論はまだ確立されていない。 
 
２．研究の目的 
(1)	
 本研究では、アンテナ等の導体や誘電体
の最適な形状を求めるための境界要素法に
よる高速な電磁場解析法と、電磁場のトポロ
ジー最適化のアルゴリズムの開発を短期的
な目的とする。	
 
 
(2)電磁場解析の基礎として、まず境界要素
法による固有振動数の解析法を確立する。境
界要素法では、波数が基本解中に含まれてい
るため、アンテナの共振周波数を境界要素法
で計算するには、非線形の固有値問題を解く
必要がある。本研究では、この問題の経路積
分による非線形固有値解析法を、新しく開発
する。さらに、基本的なヘルムホルツ方程式
に基づく高速解法およびマックスウェル方
程式に基づくトポロジー導関数の計算法の
確立をめざす。次に，アンテナ形状設計のた
めの基本アルゴリズムを確立するために，電
場強度や磁場強度を最大化するトポロジー
最適化を，レベルセット関数による形状表現
と境界要素法を用いた方法により行う．	
 
 

３．研究の方法 
(1)	
 本研究は、計算機による大規模かつ多数
回の計算を伴う方法の開発であり、研究方法
の主たる部分は解析に必要な数学的理論の
導出、計算アルゴリズムの開発、解析ソフト
ウェアの開発、数値実験による検証による。
その過程で、高速で大容量の計算機を多用す
る方法で研究を行う。	
 
	
 
(2)	
 境界要素法による固有振動数解析に対
しては、経路積分を用いた方法を開発する。
境界要素法では、波数が非線形の被積分関数
に含まれているために、得られる固有値問題
は非線形の固有値問題となってしまう。これ
に対して一般の非線形固有値問題を波数の
複素平面における経路積分で計算する方法
がいくつか提案されている。本研究では、境
界要素法をこの方法で用いるための理論式
の展開と数値実験による有効性の検証を行
う。	
 
	
 
(3)	
 電磁波動問題におけるトポロジー最適
化問題の定式化と電磁場中に無限小の散乱
体が発生したときの目的関数の変化率であ
るトポロジー導関数を数学的に導出する。さ
らに、その定式化に基づく境界要素法を用い
た随伴問題とトポロジー導関数の計算アル
ゴリズム、およびレベルセット関数を用いた
形状表現によるトポロジー最適化アルゴリ
ズムとソフトウェア開発、数値実験による検
証を行う。	
 
	
 
４．研究成果	
 
(1)	
 境界要素法による固有振動数解析法を
確立するには、マックスウェルの方程式やヘ
ルムホルツ方程式よりも、振動モードの確認
が容易で精度上の要求が厳しい動弾性方程
式に対して行った方がよいと考え、それに対
するブロック SS 法の定式化と数値実験を行
い，有効性を検証した。まず、境界要素法に
おける固有値問題の係数行列を，次式のよう
に波数を与えて積分した形の非線形の固有
値問題に帰着させた。	
 

A(k)x = 0 	
 
これにブロック SS 法を適用すると、この非
線形固有値問題は次のようなハンケル行列
の小規模な一般化固有値問題に帰着する。	
 

HKl
< −λHKl = 0 	
 

固有振動数の厳密解がわかっている図 1のよ
うな矩形領域の固有振動数を本方法で求め
た結果を表 1に示す。	
 
	
 
表 1	
 矩形領域に対して得られた固有振動数
と誤差	
 

固有振動
数の番号	
 

得られた固有振
動数	
 

誤差	
 

1	
 65.1034	
 4.215×10-3	
 

2	
 70.0517	
 2.149×10-2	
 

3	
 71.3134	
 3.513×10-2	
 

	
 



1

1

Unit:m

Fig. 1 The 2D elastic square structure.

Therefore, moving the unknowns to the left hand side, we

obtain a nonlinear eigenvalue problem with a zero vector in

right hand side

A(ω){x} = {0} (16)

where ω is implicitly involved in each element of A as an

eigenvalue parameter, and x is the unknown vector.

To solve the nonlinear eigenvalue problem in Eq. (16) for-

mulated by BEM, we have the difficulties on computing a

transcendental eigen equation of ω by using standard solver.

In this paper, we employ the block SS method to solve Eq.

(16).

3. Numerical example

Seeing Fig. 1, a 2D plane-strain square elastic structure

with edge length of 1[m] is constrained as depicted. We give a

fictitious material with density ρ̃ = 1.65×103[kg/m], Young’s

modulus E = 7.8 × 106[Pa], and Poisson’s ratio µ = 0.47.

The boundary is discretized into 80 constant boundary ele-

ments (BEs) as shown in Fig. 2, and the solid circles denote

the edge nodes of elements.

The contour integral path in Eq. (4) is taken as a circular

path: P = γ + ρeiθ (9), with γ = 500, ρ = 100 in a low fre-

quency range. In order to obtain accurate numerical results,

we follow the previous researches to specify the other param-

eters for the block SS method, which are set as follows: the

number of points for trapezoidal rule nt = 128 (11), the order

of Hankel matrices K = 4 and the number of initial nonzero

vectors l = 20 (8). We compute f = ω/2π in this paper.

The numerical results of ω located in the range [400, 600]

(for f , the solved range is [63.6620, 95.4930]) are obtained

and shown in Table 1 in which all the eigenvalues have rel-

atively small imaginary parts. The eigenvalues with small

imaginary parts are considered to be real eigenvalues and we

only concern about their real parts. The eigenfrequencies of

a FEM model with 1032192 finite elements (FEs) are repre-

sented by f∗
i which are considered as a benchmark for the

relative errors:

Rerror(fi) = |f
∗
i − Re[fi]

f∗
i

|× 100% (17)

In this paper, all the results of FEM are obtained by using

COMSOL with linear triangular elements.

Fig. 2 The mesh of the square structure with 80
uniform elements and 20 elements for each
edge (solid points denote the edge nodes
of elements).

Table 1 The obtained eigenfrequencies of the
elastic square structure by BEM with
80 elements.

i fi = ωi/2π [Hz] Rerror [%]

1 65.1034 − 7.8603 × 10−3i 4.2150 × 10−3

2 70.0517 + 5.2203 × 10−3i 2.1489 × 10−2

3 71.3134 + 9.7553 × 10−3i 3.5129 × 10−2

4 76.0215 + 4.3083 × 10−2i 1.9756 × 10−1

5 77.0927 + 4.0130 × 10−2i 2.1323 × 10−1

6 82.2306 − 2.3893 × 10−3i 1.7457 × 10−2

7 82.7139 + 4.4080 × 10−4i 6.2123 × 10−3

8 84.2805 − 2.8069 × 10−3i 1.0985 × 10−2

9 85.0675 + 1.9373 × 10−2i 3.4258 × 10−4

10 87.7443 + 7.9595 × 10−3i 4.8193 × 10−2

11 95.2639 − 1.0016 × 10−2i 9.0897 × 10−2

12 95.4605 + 6.1568 × 10−2i 2.0081 × 10−1

13 95.9628 + 5.9699 × 10−2i 3.1083 × 10−1

In Table 2 and Table 3, the results obtained by FEM us-

ing 426, 1708, 3882 FEs and BEM using 40, 80, 120 BEs are

presented, respectively. In particular, the results shown in

Table 3 have relatively small imaginary parts and Im(fi) !
2.476×10−1. It is found that f8 is more accurate than other

eigenvalues in the results of FEM, because its eigenmode is

simpler than others as shown Fig. 6(b). In the results of

FEM with 426 FEs in Table 2, f8 is smaller than f5, f6 and

f7 because the eigemodes corresponding to f5, f6 and f7 are

more complicated and the insufficient number of elements for

domain discretization makes f5, f6 and f7 larger than closed

forms. With comparable size elements and same boundary

discretization, BEM extracts the eigenvalues with correct or-

ders. For simplicity, we just show the eigenmodes corre-

sponding to f1, f2, f7 and f8 in Figs. 3-6, where the circled

dots are the centers of BEs and denote the eigemodes with

respect to displacements, and in the eigenmodes obtained by

FEM, arrows denote the displacement vectors. Comparing

with the other eigenmodes, the eigenmodes corresponding to

f8 is more simple.

	
 

図１	
 矩形領域の例題	
 

	
 
表 1 で示すように，本方法できわめて高精度
に固有振動数の計算が可能となった。	
 
	
 
(2)	
 2 次元電磁散乱問題の境界要素法の定式
化とトポロジー導関数の導出、およびレベル
セット法を用いたトポロジー最適化のアル
ゴリズムを開発した。図 2に示すように無限
領域 D1中に散乱体 D2があり、D1に入射波 uin

が入ってくる場合を考え、境界要素法を定式
化した。この場合、未知関数は磁場の x3成分
のみとなり、支配方程式はヘルムホルツ方程
式となり、境界要素法で用いる境界積分方程
式が次のように得られた。	
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ただし、wは uの外向き法線方向勾配、D1, D2, 
S1, S2, N1, N2, D1T, D2Tなどは積分作用素である。	
 
	
 

問題に対する最適設計法が開発できれば、各種アンテナの設
計、赤外線レンズの設計、電磁波を回収し有効利用するエナ
ジーハーベスティングデバイス (5) の設計等への応用が期待
できる。ここではその第一歩として、2次元開領域における
電磁波動問題のためのトポロジー最適化手法を開発する。ト
ポロジー最適化手法としては Yamada et al.(3) の提案するレ
ベルセット法に基づくトポロジー最適化手法を利用する。

2. 定式化
2.1. 誘電体による二次元電磁波散乱問題とその境界要素法

Fig. 1のような領域 D1、D2 ⊂ R2 に平面波や点源波など
の入射波が入射する場合を考える。なお、領域 D1 は無限遠
を含み、領域 D2 は有界領域とする。また、nは D2 の外向
き法線ベクトルを表す。

Fig. 1 Schematic illustration of the magnetic

scattering problem for the scatterer D2 in

the unbounded space D1.

本研究では、磁場が x3 成分 (Fig. 1参照)のみを持つ。す
なわち、磁場H を次のように仮定する。

H =

⎛

⎜⎜⎝

0

0

u

⎞

⎟⎟⎠ (1)

また、本研究では透磁率 µ = 1を仮定する。このとき、領域
D1、D2 において uは、以下の Helmholtz方程式を満たす。

∆u+ k2
i u = 0 in Di (2)

ここに、ki = ω
√
εi は波数、ω は周波数、εi は誘電率であ

る。境界条件として次の 2式を与える。

lim
x∈D1→x∈Γ

u(x) = lim
x∈D2→x∈Γ

u(x) (3)

− lim
x∈D1→x∈Γ

(
1
ε1

∂u(x)
∂n

)
= lim

x∈D2→x∈Γ

(
1
ε2

∂u(x)
∂n

)
(4)

式 (3)、(4)は各々、磁場、電場の境界 Γに対する接線成分が
境界 Γにおいて連続であることを意味する。また入射波は、
例えば次のように与えられる。

uin(x) =

⎧
⎨

⎩
Aine

ik1P ·x 平面波
Ain

i
4
H(1)

0 (k1 |x− xs|) 点源波
(5)

ここに、Ain は入射波の振幅、P は入射波の伝播方向を表す
単位ベクトル、H(1)

0 は 0次の第一種 Hankel関数、xs は波源
の位置を表す位置ベクトルである。さらに散乱場 u− uin が
無限遠において放射条件を満たすとする。

本研究では、式 (2)–(4)を境界要素法を用いて解く。領域
D1 における解を積分表示すると、次のようになる。

u(x) =uin(x)−
∫

Γ

ε1G
1(x− y)w(y)dsy

+

∫

Γ

∂G1

∂ny
(x− y)u(y)dsy (6)

G1(x− y) =
i
4
H(1)

0 (k1 |x− y|) (7)

w(y) =
1
ε1

∂u(y)
∂n

(8)

以降、式 (6)を次のように書く。

u(x) = uin(x)− ε1S
1w(x) +D1u(x) (9)

ここに、Si、Di は式 (6)に現れる積分作用素である。また、
領域 D2 における解を同様に表すと、次式を得る。

u(x) = ε2S
2w(x)−D2u(x) (10)

次に領域 D1 における解、式 (6) を法線方向に微分すると、
次のようになる。

− 1
ε1

∂u(x)
∂nx

= − 1
ε1

∂uin(x)
∂nx

+

∫

Γ

∂G1(x− y)
∂nx

w(y)dsy

−
∫

Γ

1
ε1

∂2G1(x− y)
∂nx∂ny

u(y)dsy (11)

以降、式 (11)を以下のように書く。

−w(x) = −win(x) +
(
D1T

)
w(x)− 1

ε1
N1u(x) (12)

同様に式 (10)を法線方向に微分すると次のようになる。

w(x) =
(
D2T

)
w(x)− 1

ε2
N2u(x) (13)

式 (9)、(10)、(12)、(13) において x を境界 Γ 上へ極限移行
すると、Γが滑らかなとき、各々次の 4式となる。

1
2
u = uin − ε1S

1w +D1u (14)

−1
2
w = −win +

(
D1T

)
w − 1

ε1
N1u (15)

1
2
u = ε2S

2w −D2u (16)

1
2
w =

(
D2T

)
w − 1

ε2
N2u (17)

これらを用いて次式を得る。
(

uin

win

)
=

⎛

⎜⎝
−(D1 +D2) (ε1S

1 + ε2S
2)

−
(
N1

ε1
+

N2

ε2

)
(D1T +D2T )

⎞

⎟⎠

(
u

w

)

(18)

式 (18)は、PMCHWT formulation(6)と呼ばれ、もとの境界
値問題、式 (2)–(4)と同様に、解の一意性を持つ。本研究で
は、式 (18) を一定要素選点法を用いて離散化する。離散化
した式 (18)を解くと境界における u、w を求める事ができ、
これを式 (9)、(10)に代入することで領域 D1、D2 における
uを求める事ができる。また、領域D1、D2 における uを xi

で微分することで後節の感度解析で使う∇uを求める事がで

	
 

図 2	
 	
 2 次元無限領域中の散乱体と座標系	
 
	
 
この境界積分方程式を用いて最適化を行う
ために、最適化問題の設計領域と磁場の観測
点を図 3のように設定した。	
 
	
 

	
 
図 3	
 設計領域と観測点	
 

	
 
目的関数は次式のように定義した。	
 

max
D1,D2

J = 1
2

f (xi
obj)

2

i=1

Nobj

∑ 	
 

また、制約条件として次の弱形式を与えた。	
 

W =
1
εi
∇ !u ⋅∇u+ω2 !uu

#

$
%

&

'
(Di

∫
i=1

2

∑ dΩ 	
 

このとき、D1中の点 x0に無限小散乱体が発生
するときのトポロジー導関数として次式が
得られた。	
 

T (x0 ) = Re 2(ε1 −ε2 )
ε1(ε1 +ε2 )

∇ !u(x0 ) ⋅∇u(x0 )
$

%
&

'

(
)	
 

境界の形状は、次のレベルセット関数で制御
するレベルセット法を用いた。	
 

0 < φ(x) ≤1 x ∈ D1
φ(x) = 0 x ∈ Γ

−1≤ φ(x)< 0 x ∈ D2

%

&
''

(
'
'

	
 

このとき、固定設計領域および散乱体の初期
位置とサイズを図 4のように設定した。	
 
	
 図 5には本研究で開発したトポロジー最適
化法によって得られた散乱体の最適な分布
を示す。また、図 6にはこのときの固定設計
領域内及びその外部の磁場強度分布を示す。
本研究の方法により、散乱体の最適な分布を
得ることが可能となった。	
 
	
 

	
 
図 4	
 固定設計領域と散乱体の初期分布	
 

	
 

	
 

図 5	
 トポロジー最適化によって得られた	
 
	
 	
 	
 	
 散乱体の最適分布	
 
	
 
	
 
(3)	
 3 次元の電磁波動問題に対して境界要素
法を用いたトポロジー感度解析とレベルセ
ット法に基づく構造最適化への応用を行っ
た。ここでは、マックスウェルの方程式を直
接扱う。すなわち、	
 



	
 

図 6	
 最適な散乱体の分布における磁場	
 
	
 強度分布	
 
	
 

∇×E(x) = jωµiH(x)
∇×H(x) = − jωεiE(x)

	
 

このとき、境界要素法で用いる境界積分方程
式は次のように得られる。	
 

n(x)× (LiJ)(x)− (KiM)(x)[ ]
i=1

2

∑ = n(x)×Einc(x)

n(x)× (KiJ)(x)+
εi
µi
(LiM)(x)

!

"
#

$

%
&

i=1

2

∑ = n(x)×Hinc(x)

ただし、Einc, Hinc はそれぞれ入射電場と入射

磁場である。また、nは法線ベクトル、J, M

はそれぞれ次のように定義される表面電流

密度および表面磁流密度である。	
 

J = n×H, M = E×n 	
 
また、Li, Kiは以下で定義される微積分作用
素である。	
 

(LiX)(x) = − jωµiX(y)[
Γ
∫

+
1
jωεi

∇x∇Sy ⋅X(y)
&
'Gi(x − y)dSy

	
 

v	
 

ただし、X は J または M を表し Gi(x − y)は

次式のように定義される。	
 

Gi(x − y) =
exp( jki x − y )
4π x − y

 

	
 目的関数は、次のように定義する。  

max
D1,D2

J = f +Re !E∫
i=1

2

∑ ⋅ (∇× (αi∇×E)−βiE)dΩ
(

)
*
*

+

,
-
-

ただし、f は観測点の電場の強度 2 乗和であ

り、次のように定義される。 

f = 1
2

E(xi
obs )

2

i=1

M

∑  

また、 αi = 1
µi
、 βi =ω

2εiである。 

本研究では、α1 =α2とし、真空領域Ω2に微

小な球状の誘電体領域Ω2が出現したときの

トポロジー導関数を求めると次式のように

なる。	
 

T = 3β2(β1 −β2 )
β1 + 2β2

!E0 ⋅E0 	
 

ただし !E0は考えている点の随伴電場である。	
 
	
 このトポロジー導関数を次元の電磁波動
問題のトポロジー最適化で用いたトポロジ
ー最適化のアルゴリズムに組み込んだ。解析
例として、無限領域中に図 7に示すような立
方体形状の固定設計領域を考え、固定設計領
域の下側から入射波が入射する場合を考え
る。	
 

Fig. 4 Settings.

Fig. 5 Optimal configuration (Step=40).
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Fig. 6 Intensity of the electric field (Step=40).
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Fig. 7 Objective function.
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Fig. 8 Optimal configuration (Step=20).
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Fig. 9 Intensity of the electric field (Step=20).
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図 7	
 	
 3 次元問題における固定設計領域	
 

	
 
	
 このとき、固定設計領域の左右両側に観測
点を複数置き、それらの点における電場強度
を最大化する問題を解析した。得られた最適
な散乱体の配置を図 8に、固定設計料記の中
心断面を含む面の電場強度分布を図 9に示す。	
 

	
 

図 8	
 	
 3 次元問題における固定設計領域	
 
	
 

	
 
図 9	
 	
 固定設計領域の右側に観測点を	
 

	
 	
 	
 	
 	
 置いた場合の電場強度分布	
 
	
 



	
 以上のように、従来なされていなかった 2
次元および 3次元の電磁場において境界要素
法を用いて電場強度や磁場強度をコントロ
ールする最適な散乱体の分布を計算するこ
とが可能となった。	
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