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研究成果の概要（和文）：CAT(0)群とCAT(0)空間、その境界、およびCoxeter群とグラフ理論の研究を行い、い
くつかの研究成果を得た。まず、群が２つのproperなCAT(0)空間に幾何学的に作用するとき、この２つの空間の
理想境界の間に不変同相写像が存在するための十分条件および必要十分条件に関する研究を発展させ、特に
Coxeter群が作用する場合についての結果および応用例を得た。また応用例等を考察することにより、ある単純
な形のCAT(0)群が境界の位相を決定しない例となるのではないか、という予想を得た。また、Coxeter群を用い
たグラフ理論への応用を発展させ、再構成可能グラフについても成果を得ている。

研究成果の概要（英文）：I obtained some results on CAT(0) groups, CAT(0) spaces, their boundaries, 
Coxeter groups and graph theory. First, in the case that a group acts geometrically (i.e. 
cocompactly, properly discontinuously and by isometries) on two proper CAT(0) spaces, I gave a 
sufficient condition and an equivalent condition of the group actions as there exists an equivariant
 homeomorphism between the ideal boundaries of the two CAT(0) spaces. In particular, I obtained some
 results in the case that the CAT(0) group is a Coxeter group. By observing some applications and 
examples, I obtained a conjecture that some CAT(0) groups with some simple forms will be 
non-boundary-rigid CAT(0) groups with uncountable many boundaries. Also I obtained some results on 
reconstructible graphs from investigating corresponding Coxeter groups.

研究分野：幾何学

キーワード： 幾何学的群論　位相幾何学　グラフ理論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
測地線空間上の三角形をユークリッド平
面（曲率 0の平坦な空間）の三角形と比較し
て、より内側に曲がっていることをみること
により、非正の曲率をもつ空間の定式化を行
うことができる。このような空間を CAT(0)
空間とよぶ。例えば、ユークリッド空間や、
双曲空間、また、非正の断面曲率をもつ基本
群の消えているリーマン多様体などは、その
例であるが、CAT(0)空間は、測地線の三角形
の比較のみで定義されているため、そのクラ
スは幅広く豊かで、非常に複雑なワイルドな
空間も含む。有界な閉集合がコンパクトとな
る空間を proper とよぶが、非有界な proper 
CAT(0)空間は、「境界」とよばれるコンパク
ト距離空間を付け加えることによりコンパ
クト化される。CAT(0)空間およびその境界は、
非常に興味深い研究対象であり、本研究の主
な対象である。負曲率の定式化としては、
Gromov hyperbolic 空間が有名であり、その
場合も「境界」が定義されるが、Gromov 
hyperbolic でありかつ CAT(0)である空間
のそれぞれから定義される境界は、一致する。
CAT(0)空間の境界としては、任意のコンパク
ト距離空間が CAT(0)空間の境界として実現
できることが知られており、その意味でも非
常に豊かであり、また、一般に非常に複雑で
ある。本研究では、特に、等長的で離散な群
作用のある CAT(0)空間とその境界を主な研
究対象としている。 
 Properな CAT(0)空間に幾何学的に(等長的、
ココンパクト、真性不連続に)作用する群を
CAT(0)群とよぶ。例えば、非正曲率を持つコ
ンパクトなリーマン多様体の基本群は、
CAT(0) 群の例である  (その  universal 
covering が CAT(0)空間となり, 基本群は幾
何学的にこの CAT(0)空間に作用するため)。
本研究では、CAT(0)空間とその境界の研究を
通して、この CAT(0)群の研究を行っている。 
 与えられた CAT(0)群が 2 つの CAT(0)空間
に幾何学的に作用するとき、「この 2 つの
CAT(0)空間の境界の間にどのような関係が
あるのか」、特に、「与えられた CAT(0)群によ
って境界の位相は決定されるのか」が、境界
の rigidity の問題として有名である。これ
は、 Gromov-hyperbolic の場合 (negative 
curvature の場合)には、成立することがよく
知られている。また、M.Bestvina の考察およ
び G.Ontaneda の証明によって、与えられた
CAT(0)群によりその境界はshape同値の意味
では決定されることが示されており、また、
cell-like 同値の意味で決定されるかは
M.Bestvina によって提唱されている未解決
問題である。近年、C.Guilbault や C.Mooney
などにより、特定の CAT(0)群の境界の
cell-like 同値性についての研究論文がある。
C.Mooney による論文の証明の中では、以前の
本研究成果の Splitting Theoremが用いられ
ている。一方で、C.Croke-B.Kleiner によっ
て、CAT(0)群でその境界が位相的に決定され

ない例が構成されている。更に、その境界の
位相は非可算無限のバリエーションがある
ことが J.Wilson によって示されている。
Gromov-hyperbolic group の場合においては、
その境界は、quasi-isometry が自然に境界
上の不変同相写像を導く。これと同様のこと
が CAT(0)の場合にいつできるか、という 
Gromov の問いかけがあるが、P.Bowers 
-K.Ruane によって、ごく簡単な「作用のずれ」
によって quasi-isometry が境界上の不変同
相写像に拡張できない例が構成されている。
本研究では、P.Bowers-K.Ruane の例の構成
に用いられた「作用のずれ」に着目し、この
「作用のずれ」が定数で抑えられる場合には、
quasi-isometry が境界上の不変同相写像に
自然に拡張できることを示している。 
 Coxeter群は Davis複体とよばれるCAT(0)
空間に幾何学的に作用するため、Coxeter 群
は CAT(0)群である。幾何学的には、有限
Coxeter 群がある一つの結晶を表現している
と考えることができるのに対して、無限
Coxeter群から定義されるDavis複体(CAT(0)
空間)は、無限個の結晶をある規則により結
合させたものを表現していると捕らえるこ
とができる。Coxeter 群は代数的に非常に道
具が豊かな群であり、CAT(0)群の重要な例と
しても、Coxeter 群の研究は重要である。近
年、W.Ballmann-M.Brin による rank-one 
isometry と CAT(0)群の境界に関する結果、
お よ び 、 P.Caprace-K.Fujiwara に よ る 
Coxeter群の rank-one isometry に関する結
果を利用するアプローチにより、既約な 
non-affine Coxeter 群の境界は、フラクタル
のような入れ子状の構造を持ち、更に、極限
点の集合が境界上で稠密になることがわか
る。この結果の進展および、他の Coxeter 群
ではない CAT(0)群でも常に同様のことが成
立するかは重要な問題と考えている。 
 また、特定の群に対して、幾何学的に作用
する CAT(0)空間の境界としてどのような空
間が実現され得るのか、は大変興味深い問題
であり、この問題に防衛大の知念直紹先生と
共同研究で取り組んでいる。CAT(0)空間およ
び CAT(0)群の asymptotic 次元、Higson 
corona の次元、および、境界の次元の間の関
係についても共同研究で研究成果を得てい
る。特に、Bestvina-Mess の定理のような
asymptotic 次元と境界の被覆次元との関係
性の片方の不等号を示すことができた。 
 グラフ理論において再構成可能グラフの
研究は重要であり、また、未解決な部分の多
い問題である。Coxeter 群と有限単純グラフ
は対応することが知られている。Coxeter 群
の群環係数のコホモロジーの結果に着目し
て、再構成可能なグラフの新しいクラスが得
られ始めている。 
 
２．研究の目的 
(1) 群が２つの proper な CAT(0)空間に幾何
学的に作用するとき、この２つの CAT(0)空間



の理想境界の間に不変同相写像が存在する
ための十分条件および必要十分条件に関す
る研究を進展させる。特に、Coxeter 群が離
散鏡映群として CAT(0)空間に作用する場合
には、より精密な情報が得られるため、一般
の CAT(0)群で成立する以上の性質を探る。ま
た、既に得られている不変同相写像が存在す
るための十分条件および必要十分条件が応
用できる例などについて研究を進める。 
(2) これまでの CAT(0)空間の asymptotic 次
元と理想境界の被覆次元に関する研究の発
展や応用の研究、および、半直積で表せる
CAT(0)群とその境界に関する研究の推進。 
(3) Coxeter 群を用いたグラフ理論への応用
を発展させ、再構成可能なグラフの新しいク
ラスを見つける。 
(4) CAT(0)群の構造の研究を進める。 
(5) Coxeter 群の代数的な rigidity および分
類問題の研究。 
 
３．研究の方法 
 防衛大の知念直紹先生と共同研究を行い、
CAT(0)空間の asymptotic 次元と理想境界の
被覆次元に関する研究、および、半直積で表
せる CAT(0)群とその境界に関する研究等を
推進した。 
 またその他にも、研究集会で成果発表を行
い、近い分野の研究者と情報交換や議論を行
い、研究を推進した。 
 また、平成 25 年度は、静岡大学大学院博
士課程の肖永火氏のセミナーで、グラフと対
応する flag 複体を調べる手法により、再構
成可能グラフの新しいクラスに関する研究
を共同で行い研究成果を得ている。 
 
４．研究成果 
(1) CAT(0)群が幾何学的に作用する CAT(0)
空間の境界の間の不変同相に関する研究が
進展した。特に、Coxeter 群がココンパクト
離散鏡映群として CAT(0)空間に作用する場
合にその境界が不変同相によって決まる十
分条件および応用例を得た。また、これまで
の研究内容および応用例を考察することに
より、ある単純な形の群が境界の位相を決定
しない(non-boundary-rigid な)、しかも境界
として非可算無限の位相を持つ CAT(0)群で
はないか、という予想を得た。 
(2) グラフ理論における有名な問題「再構成
可能問題」に取り組み、一部研究成果を得た。
特に、グラフを flag 複体と対応させ、「（ホ
モロジー）多様体を三角形分割した flag 複
体の 1-skeletonが再構成可能グラフである」
ことの検証および証明の修正を行った。また、
この定理の部分的な拡張を Y.Xiao 氏と共同
で行い研究成果を得ている。 
(3) CAT(0)群の構造に関する研究が進展した。
CAT(0)群は必ず半直積の構造を持つ。この構
造と CAT(0)群の rank-one 性、および Flat 
Torus Theorem の逆は一般に成立するのかと
いう問題に対して、単独での研究と知念直紹

先生との共同研究それぞれで進展が見られ
た。 
(4) 知念直紹先生との共同研究で、CAT(0)空
間の asymptotic 次元と境界の次元に関する
以前の研究成果について、外部から証明の不
備の指摘を受けて、証明の修正を行った。 
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