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研究成果の概要（和文）：報告者は四次元多様体論におけるゲージ理論のドナルドソン理論とザイバーグ＝ウィ
ッテン理論を超越的手法により研究している．特に，インスタントンやモノポールのモジュライ空間のコンパク
ト性の機構の背後に興味がある．本課題の研究成果としては，次が得られた．インスタントンのモジュライ空間
が非コンパクトであるときのその非コンパクト性の度合いを定量化するため，L2計量を導入し，その直径のイン
スタントン数が大きくなる極限での増大度を調べた．その結果として，標準球面のときのモジュライ空間の直径
の最適な評価が得られた．

研究成果の概要（英文）：My mathematical interests include Donaldson theory and Seiberg-Witten theroy
 in four-manifold topology. Especially, I am interested in non-compactness phenomena of the moduli 
spaces of instantons.
I proved an optimal asymptotic growth of the diameters of the moduli spaces of instantons with 
respect to the instanton number for the standard 4-sphere.

研究分野： 微分幾何

キーワード： Donaldson理論　四次元多様体　幾何解析
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1 研究開始当初の背景

報告者はそれまで主に四次元多様体の Donald-

son 理論を解析的手法により研究していた．Don-

aldson 理論では四次元多様体とその上のインスタ
ントンのモジュライを研究する．報告者のそれまで
の研究で重要だったことは，「非コンパクト」四次元
多様体上でのインスタントンの「無限次元」モジュ
ライを，「コンパクト」四次元多様体上でのインス
タントンの「有限次元」モジュライで近似すること
である．その過程で，これまでの研究を深めるため
にも，それ自体の興味としても，コンパクト四次元
多様体上でのインスタントンのモジュライの L2 計
量における直径や体積を研究することが重要と洞察
された．これまで Donaldson 理論ではインスタン
トンのモジュライの位相幾何学的側面は詳しく研究
されてきた．例えば Donaldson 不変量とは本質的
にはインスタントンのモジュライの Euler 類のこ
とである．しかし，モジュライの計量幾何 (metric

geometry)的側面についてはほとんど研究されてい
ない．

2 研究の目的

本研究の思弁的な目的は次である．一つの四次
元多様体 X からは，無限個のインスタントンのモ
ジュライM1,M2,M3, . . . が定義される．Mk とそ
の上の L2 計量は次元の増大する Riemann 多様体
の列である．これら無限個のモジュライ {Mk} の
全体を一つの空間と捉え，「漸近的無限次元距離空
間」として研究する．
本研究の実践的な目的は次である．四次元多様体
の Donaldson 理論におけるインスタントンのモジ
ュライには自然なL2計量が入る．これはRiemann

面のモジュライにおけるWeil-Peterson計量のイン
スタントン版である．本研究ではインスタントンの
モジュライの L2 計量の幾何を解明する．

1. インスタントンのモジュライの直径が有限であ
ることを示す．

2. 直径のインスタントン数の増大に対する漸近挙

動についての予想 diamMk = O(
√
k)を示す．

3 研究の方法

インスタントンのモジュライの直径と体積が有限
であることを示すための基本方針は，モジュライの
L2 計量による完備化と Uhlenbeckコンパクト化の
一致を示すことである．一般に，インスタントンの
モジュライはコンパクトではないが，その非コンパ
クト性の要因は Uhlenbeck により解析されている
（バブル解析）．そして，モジュライを稠密に含むコ
ンパクト集合として Uhlenbeck コンパクト化が定
義されている．また，一般に，インスタントンのモ
ジュライの L2 計量は完備計量ではない．従って，
モジュライの L2 計量による完備化が定義できる．
これらの一致を示すことで，直径と体積が有限であ
ることが従う．
インスタントンのモジュライの直径の漸近挙動に
ついての予想 diamMk = O(

√
k) を示すための基

本方針は，モジュライの任意の点からモジュライ
の Uhlenbeck コンパクト化の特定の一点（最大バ
ブル点）までの道を構成しその長さを評価すること
である．四次元球面 S4 上の k = 1 のモジュライ
M1(S

4)に対しては，共形変換群の作用により，具
体的に道が構成できる．一般の四次元閉多様体に対
しては，M1(S

4)のときに構成された道を利用して，
Taubes の貼り合わせの議論を応用することで構成
する．その長さの評価のためには Uhlenbeck のア
プリオリ評価をバブルする極限での定量的評価に改
善する必要がある．

4 研究成果

標準的四次元球面のとき，最適な漸近評価
diamMk = O(

√
k) を示すことができたと思われ

る．その証明は基本的に上述の方法に従う．現在論
文執筆中である．
一般の四次元多様体のときは残念ながらまだ
解決には至っていない．しかし，副産物として，
Weitzenböck 公式の考察を経て，Seiberg-Witten

不変量についての結果が出た．その結果についても
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説明する．さて，Seiberg-Witten 不変量とは四次
元有向閉多様体 X の微分同相不変量であって，X

上の Spinc 構造の全体から整数への写像

SWX : Spinc(X) → Z

である．この不変量は SW 方程式の解のモジュラ
イ空間の上の交叉理論により定義される．SW 方
程式 {

DAΦ = 0

iF+
A = −σ(Φ)

とは Dirac 方程式と曲率に関する偏微分方程式の
連立方程式であって，その解のモジュライ空間のコ
ンパクト性を著しい特徴とし，Weitzenböck公式を
介して微分幾何への応用がある．例えば，SW不変
量が非自明な四次元閉多様体は正スカラー曲率計
量を持たない．すなわち，SW不変量が非自明な四
次元閉多様体の山辺不変量は非正である．その証
明は Dirac 作用素のWeitzenböck 公式を経由し最
大値原理により示される．スピン多様体に対する
Lichnerowicz の定理の証明の非線形化である．こ
の方向での現在最良の結果の一つとして，LeBrun

の曲率不等式がある．
共著論文 [1] では，Dirac 作用素と自己双対二次
形式のWeitzenböck公式を出発点として SW方程
式の新しい摂動{
DAΦ = 0

iF+
A = − 1√

8
β(|σ(Φ)|)

[(
2
3Rg + 2wg

)
− + ϵ

]
σ(Φ)

を導入し，SW方程式の解のモジュライ空間のコン
パクト性と LeBrunの曲率不等式に新しい観点から
の証明を与えた [1, Theorem 4 and 8]．
共著論文 [2] では，SW 不変量の変種である

Pin−(2)-モノポール不変量に対する貼り合わせ構
成を精密にすることにより，新しい非消滅定理を
示した [2, Proposition 6 and 7]．その応用として，
通常の SW 不変量も Bauer-Furuta 不変量も消え
ているが Pin−(2)-モノポール不変量は消えていな
いような四次元閉多様体の例を無限に構成した．こ
のような四次元多様体の族に対して LeBrun の曲
率不等式を適用することで，山辺不変量の新たな計

算例が得られる．例えば，Enriques 曲面の任意有
限個の連結和の山辺不変量が零であることを示した
[2, Theorem 1, 2, and 3]．
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