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研究成果の概要（和文）：様々なランダム行列の行列要素の混合モーメントを計算する手法である、Weingarten
 calculus の発展と整備に貢献した。具体的に、7系列の古典型コンパクト対称空間から自然に定まるランダム
行列、複合Wishart行列の逆行列、Ginibre行列の擬似逆行列に対して、Weingarten calculusを構成した。それ
以外に、Jack多項式を通じた円βアンサブルのトレースの新しい不等式評価、それの応用としての中心極限定
理、ストリクトな分割の上のPlancherel平均に対する、ある条件下での多項式性の証明を行なった。

研究成果の概要（英文）：We have developed Weingarten calculus, which is a method for computing mixed
 moments of matrix elements from various random matrices. Specifically, we construct Weingarten 
calculus for random matrices associated with seven kinds of compact symmetric spaces, inverses of 
compound Wishart matrices, and pseudo-inverses of Ginibre matrices.  Furthermore, we obtain a new 
inequality for traces from circular beta-ensembles by using Jack polynomials, and show the central 
limit theorem as its application. Also, we find a polynomiality of Plancherel averages.

研究分野：確率論
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１． 研究開始当初の背景 
 

 GUEはランダム行列論における代表的な行
列モデルの一つである。GUE 行列の固有値
の振舞いは古くから研究され、特に相関関数
が行列式で表されることがよく知られてい
る。さらにその結果から、行列のサイズ Nを
大きくしていくときの漸近的な挙動が、sine
核の行列式で記述されることなどが分かる。 
 近年のランダム行列論における固有値分
布の研究において、ある種の「普遍性」が注
目されている。Wigner エルミート行列は、
行列要素が独立同分布となるランダム行列
である。GUE は特にその分布が正規分布で
あるようなもののことである。「普遍性」と
は、Wigner エルミート行列の固有値の漸近
的な振舞いが行列要素の分布に依らずに
GUE のそれと一致する、という現象のこと
である。 
 ランダム行列論は、しばしば表現論と密接
な関連を持つ。例えば、ユニタリ群の Haar
測度に従うランダム・ユニタリ行列が代表格
である。これらのランダム行列モデルは、群
の作用などの不変性によって大域的に確率
測度が与えられているため、行列要素が互い
に強い相関を持っており、行列要素が独立で
あったWigner行列とは事情が異なっている。
したがってこの場合、行列要素の分布自体が
研究対象になりうる。Benoit Collins は 2003
年以降、Haar ユニタリ行列において、行列
要素の混合モーメントを計算する手法を確
立した。それらモーメントはユニタリ
Weingarten 関数と呼ばれる対称群上の関数
を用いて記述され、この手法は Weingarten 
calculusと呼ばれ浸透しつつある。研究代表
者自身もこのWeingarten calculusの発展に
寄与していた。特に、表現論や組合せ論を用
いた手法による研究を行なっていた。 
 
２．研究の目的 
 
 ランダム行列理論と、それに関連した問題
に取り組む。表現論と密接に関わっているラ
ンダム行列モデルに置いて、行列要素の分布
の研究は近年Weingarten calculusによって
大きく発展している。この理論において、い
くつかの統計的量の相関が、組合せ論的また
は表現論的に記述される。その発展に今後も
寄与し、理論の整備と応用に取り組む。また、
ランダム行列と幾つかの類似の結果が見ら
れる２つの対象物を研究する。１つ目はラン
ダム分割であり、ランダム行列との比較の下
で、ある種の普遍性は存在するのか、という
問題に挑む。２つ目はランダム解析関数であ
り、その零点分布を具体的に記述することで、
こちらもランダム行列との比較や普遍性の
観察を行う。 
 
３．研究の方法 
  

 本研究課題は、確率論と表現論の両方の知
見を多く用いる。過去の研究で得られた古典
群に対する Weingarten calculus が本研究の
基本的な道具である。本研究課題の特色の一
つとして、Weingarten calculus に登場する
Weingarten 関数を表現論、特に対称群の調和
解析を活用して理解することが挙げられる。
また Jack 多項式、Schur Q-関数などの多変
数直交対称関数を用いる。 
 
４．研究成果 
 
① コンパクト対称空間上の Weingarten 
calculus: 
 Weingarten calculus は、古典型コン
パクト・リー群、特にユニタリ群、実直
交群、斜交群上の Haar 測度に関する多
項式積分を記述する。これらを「古典型
コンパクト対称空間」まで拡張したのが
ここでの結果である。それらの対称空間
は、7系列(AI, AII, AIII, BDI, CI, CII, 
DIII)に分類されることがよく知られて
いる。AI に対応するランダム行列は COE
と呼ばれ、重要な行列模型の一つである。
本研究の前に、既に COE の Weingarten 
calculus は完成していた。それを他の
すべての系列に拡張することができた。 
 それぞれの 7系列 Weingarten 関数が
どのような形で表すことができるかど
うかは興味深い問題であったが、本研究
で明示的なフーリエ展開を得ることが
できた。特に、いくつかの系列では他の
種類の Weingarten 関数と一致する現象
が観察された。この現象はより本質的な
説明が期待されるが、それは今後の研究
課題である。 
 

② ある種の不変性を持つランダム行列の
Weingarten calculus: 
 Weingarten calculus の拡張の一つの
方向として、ユニタリ両側不変性、もし
くはユニタリ群の共役作用による不変
性を持つようなランダム行列について、
Weingarten calculus を構成した。それ
らの Weingarten 関数は、二つのパラメ
ータを持つように拡張されたものとな
ることが分かった。 
 またその応用として、Ginibre ランダ
ム行列の擬似逆行列、複合逆 Wishart
行列について、Weingarten calculus を
展開することができた。すなわち、それ
らランダム行列の行列要素たちの、混合
モーメントを具体的に記述することが
できた。 

 
③ Jack 多項式を用いた円βアンサンブル
のトレースのモーメント評価:  
 円βアンサンブルは、COE や CUE（ユ
ニタリ群）の拡張として定義されるラン
ダム行列モデルである。βは正の実数パ



ラメータであり、β=1 が COE、β=2 が
CUE に対応する。β=1,2 の場合は、それ
らの行列モデルの研究は、表現論を用い
ると簡単に理解できることがある。とこ
ろが一般のβでは対応する表現論が知
られていない。本研究では Jack 対称多
項式を用いることを出発点とし、円βア
ンサンブルのトレースのモーメントに
ついて、ある不等式評価を得ることがで
きた。これはβ=2 の場合は Diaconis ら
によって得られていた「等式」に一致す
る。 
 その応用として、トレース・モーメン
トの族に対する中心極限定理を得るこ
とができた。 

 
④ 実係数ガウス型べき級数の零点の相関
関数におけるパフィアン表示: 
 ランダムべき級数を考える。ここで扱
ったものは、係数が iid で実標準正規分
布に従うものである。そのようなべき級
数は収束半径 1でほとんど確実に収束
する。その零点の分布を調べたことが本
研究成果である。主結果は、零点の分布
がパフィアン点過程を定めることを示
した。 
 その証明の過程で、べき級数の変数が
実数の時、それらの符号の定める確率過
程に関する不思議な性質を得た。すなわ
ち、それらはフェルミオン・ガウス過程
になることが示された。その本質的な理
由を見つけることは今後の研究課題で
ある。 

 
⑤ ストリクトな分割の上の Plancherel 測
度に関する多項式性: 
 ランダム分割に関する研究である。ラ
ンダム分割はランダム行列やランダム
級数と似た性質が観測できることがよ
く知られている。本研究では、ストリク
トな分割の上の Plancherel 測度につい
て研究した。以前の研究で、対応するラ
ンダム分割の成分に対して、
Tracy-Widom 分布が得られることを示
した。本研究では、ヤング図形のコンテ
ントやフックに関する量の平均が、多項
式になるということを示した。ストリク
トでない通常の分割に対しては、2010
年頃にStanleyやOlshanskiによって得
られていた。 
 これらを、極限分布を理解するために
応用している。その継続も今後の研究課
題である。 
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