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研究成果の概要（和文）：本研究では、可算群による標準確率空間への保測作用に付随した軌道同値関係を対象
とし、その代数的な構造と作用する群との関連について成果を挙げた。中でも、バウムスラッグ・ソリター群を
はじめとする、無限従順群とその有限指数部分群の間の同型に関するHNN拡大に対し、その作用に付随する軌道
同値関係の安定性やモジュラー準同型の核がもつ積構造を明らかにした。それに加え、無限の中心をもつ安定群
の特徴付けの研究、並びにトレリ群・ジョンソン核・曲面上の組み紐群による作用の剛性の研究を行った。

研究成果の概要（英文）：Our research interests lie in the orbit equivalence relation associated with
 a measure-preserving action of a countable group on a standard probability space, and we obtained 
results on its algebraic structure and relationship with the acting group. Among others, for the HNN
 extension of an infinite amenable group relative to an isomorphism between its finite index 
subgroups, including the Baumslag-Solitar groups, we showed stability of the orbit equivalence 
relation associated with its action and product structure of the kernel of the modular homomorphism.
 In addition, we studied characterization of stable groups with infinite center, and studied 
rigidity of actions of Torelli groups, Johnson kernels and surface braid groups.

研究分野： エルゴード群論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
（１）可算群による標準確率空間への自由保
測作用やそれに付随する軌道同値関係は、フ
ォンノイマン環の豊富な例を提供し、古くか
ら作用素環論の研究者の興味を惹きつけて
やまない題材である。一方、バウムスラッ
グ・ソリター群（ＢＳ群）は二つの非零整数
ｐ、ｑをパラメータとする表示をもつ群であ
り、組み合わせ群論・幾何学的群論において
関心を持たれてきた群である。過去の研究に
おいて、ＢＳ群の作用に対し、ＢＳ群のモジ
ュラー準同型の像として得られるフローが
軌道同値関係の不変量であることを示した。
いくつかの場合では、このフローからパラメ
ータｐ、ｑを読み取ることができるが、一般
の作用に対してはこれが可能かどうかは未
解決である。この問題はＢＳ群の測度同値に
よる分類と直結するもので、その解決は測度
同値の理論に新たな展開をもたらすものと
期待される。 
 
（２）可算群による標準確率空間への自由保
測作用が安定であるとは、その軌道同値関係
が超有限 II_1 型の同値関係を直積の下で吸
収するときという。これと類似の性質はフォ
ンノイマン環論において古くから研究され
ており、中心列による安定作用の特徴付けは
よく知られている。一方で、安定作用をもつ
群（安定群という）を特徴付けるという基本
的な問題は、１９８７年に Jones-Schmidt に
よって提出されて以来、ほぼ進展が見られな
かったが、近年の離散群論の発展は著しく、
その知見が問題解決を促すことは十分に期
待できる。 
 
２．研究の目的 
（１）ＢＳ群の自由保測作用に対し、それに
付随する軌道同値関係から、ＢＳ群を定義す
るパラメータｐ、ｑが復元可能かどうかを探
る。そして、もしそれが可能ならば、より一
般に、無限従順群のＨＮＮ拡大に対しても同
様に、ＨＮＮ拡大を定義する準同型が引き起
こす歪みが、軌道同値関係から復元可能かど
うかを探る。この問題は、正規な部分同値関
係と擬正規なものとの間にあるデリケート
な違いが、同値関係の不変量となり得るかど
うかを追求するものである。 
 
（２）安定群を特徴付ける性質を探る。関数
解析的な群の性質がその特徴付けに現れる
ことが予想される。群の関数解析的な性質と
同値関係の代数的な性質を結びつける結果
は、これまでにもいくつか得られているが、
その雛型は、従順性と超有限性を結びつけた、
Ornstein-Weiss と Connes-Feldman-Weiss に
よる１９８０年頃の結果である。安定群の特
徴付けはそれにつづくものと位置づけられ、
その解決がもたらすインパクトは極めて大
きい。 
 

３．研究の方法 
（１）過去の研究で得られた不変量であるフ
ローは、モジュラー準同型の像にあたるもの
である。そこで示したことは、より正確には、
モジュラー準同型そのものが不変量になる
ということであり、よって、その核に注目す
れば、新たな不変量が見出されると期待され
る。その核はちょうど、ＢＳ群の交換子群で
あり、無限巡回群Ｚを無限個融合させた形を
している。その融合におけるデータが同値関
係に反映されるかどうかが鍵となる。 
 
（２）群が安定であるためには、内部従順で
あることが必要である。群が内部従順である
とは、その群の上に、共役で漸近不変な確率
測度の列が存在するときをいう。これは、そ
の群に中心元であることに近い性質をもつ
有限部分集合の列が存在することを意味す
る。無限の中心をもつ群が内部従順群の典型
例である。本研究では、この典型例がいつ安
定になるかを明らかにすることで、安定群の
特徴付けに向けた足がかりとしたい。 
 
４．研究成果 
（１）非従順なＢＳ群の交換子群が、無限巡
回群Ｚと無限階数自由群の直積に測度同値
になることを示した。この直積の群はＢＳ群
を定義するパラメータｐ、ｑによらないので、
すべての非従順なＢＳ群の交換子群は同じ
群と測度同値になってしまうことになる。こ
れは、ＢＳ群の測度同値による分類問題がい
かにデリケートであるかを指し示しており、
問題の難しさや深さを浮き彫りにするもの
である。 
交換子群からはパラメータｐ、ｑを読み取

ることができないので、次に第二導来群に着
目した。ＢＳ群のツリーへの作用を見ると、
ＢＳ群の第二導来群は自由群になることが
わかる。ＢＳ群の元の共役による、第二導来
群への作用を調べるのを目的に、第二導来群
の自由生成系を書き下した。その方法は、Ｂ
Ｓ群のある作用に付随する変換亜群を用い
たものであり、自由群の部分群の生成元を求
めるシュライアーの方法に基づいている。こ
の方法が優れているのは、目的に合わせた自
由生成系を得られるという点である。 
 過去に得られたフローに関する結果を拡
張・整備することにより、一般化されたＢＳ
群（ＧＢＳ群）に対して同様の不変量を構成
し、それを計算した。ＧＢＳ群は幾何学的群
論の視点から自然なクラスであり、不変量は
ＧＢＳ群を定義する表示と作用のエルゴー
ド性から計算可能である。例えば、あるＧＢ
Ｓ群の混合的作用からできるフローは自明
になる。このようなフローは通常のＢＳ群の
作用では現れず、新たな例を提供するもので
ある。 
 
（２）無限の中心をもつ群Ｇがいつ安定作用
をもつかどうかを調べた。具体的には、次を



示した： 
（Ｉ）ＣをＧの中心的な部分群とし、組（Ｇ，
Ｃ）はカズダンの性質（Ｔ）をもたないとす
る。このとき、Ｇは安定である。 
（ＩＩ）ＣをＧの中心的な部分群とし、組（Ｇ，
Ｃ）はカズダンの性質（Ｔ）をもつとする。
さらに、Ｇは安定とする。このとき、商Ｇ／
Ｃも安定である。 
これらの結果により、Ｇの安定性が中心群と
の組の性質（Ｔ）に深く関わることが明らか
になった。 
 また、（Ｉ）の応用として、ＧＢＳ群の安
定作用を構成した。また、有階自由アーベル
群とその有限指数部分群の間の同型に関す
るＨＮＮ拡大に対し、その安定作用を構成し
た。これらの群は、これまでによく知られて
いた内部従順群の例であり、そのような内部
従順群に対し、安定作用の統一的な構成法を
与えることができたのは意義深い。 
 
（３）無限の中心をもつ群で、研究成果（２）
（Ｉ）の仮定を満たすようなものを大量に構
成した。具体的には、ツリーアブルな群から
出発して、直積をとる操作と中心拡大をとる
操作を有限回繰り返して得られる群に対し、
それが無限の中心をもつならば（Ｉ）の仮定
を満たすことを示した。実際にはより強く、
そのような群が、ユニタリ表現に関してその
重要性がよく知られている Haagerup の性質
をもつことを示した。 
 
（４）無限の中心をもつ安定群の特徴付けに
向け、次の結果を得た。群Ｇが中心的な部分
群Ｃをもつとする。このとき、商Ｇ／Ｃが安
定ならば、Ｇも安定である。これを示す上で、
同値関係の中心拡大における、充足群の中心
列の振る舞いについて考察した。 
測度付き同値関係とその充足群の間には

密接な関連がある。一般に充足群は中心の元
で非自明なものはもたないが、中心的な振る
舞いをする列は存在しうる。このような中心
列の研究は同値関係を理解する上で重要な
役割を果たし、ある中心列の存在が、同値関
係の安定性を特徴付けることが知られてい
る。本研究では、安定な同値関係の中心拡大
がまた安定になるかどうかを調べ、 同値関
係が群作用の軌道同値関係であって、 中心
拡大がその群の中心拡大からくる場合に、肯
定的な結論を得た。より正確には、安定同値
関係Ｒの２−コサイクルで可換群に値をもつ
ものに対し、Ｒの適当な拡大をとることによ
り、その２−コサイクルが自明なものに近づ
くことを示した。  
この結果、最初に述べた、商Ｇ／Ｃが安定

ならば、Ｇも安定である、という主張が従う。
研究成果（２）の結果（Ｉ）、（ＩＩ）と併せ
ると, 無限の中心をもつ安定群の特徴付け
が得られる。他の応用として、群の安定性が
実質的同型の下で保たれることが従う。 
 

（５）可算群による標準確率空間への自由保
測作用が（軌道同型の意味で）超剛であると
は、その軌道同値関係から作用に関する情報
を全て復元できるときをいう。可算群が超剛
であるとは、そのすべての作用が超剛である
ときをいう。過去の研究において、曲面の写
像類群、ある特別な融合積が超剛であること
を示した。本研究を始める前までは、超剛な
群の例はその二つしかなく、その数は乏しい
ものであった。本研究では、共同研究により、
トレリ群、ジョンソン核、曲面上の組み紐群
など、写像類群の自然な部分群が同様の超剛
性をもつことを示した。 
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