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研究成果の概要（和文）：von Neumamnn 環の Haagerup approximation property についての研究を行った。ま
ず懸案の問題であった任意の von Neumann 環に対して、Haagerup approximation property の定義をすること
に成功し、様々な期待される同値条件や諸性質について明らかにした。

研究成果の概要（英文）：I study the Haagerup approximation property for von Neumann algebras. At 
first, we succeed to define the Haagerup approximation property for arbitrary von Neumann algebras, 
and prove several expected equivalent conditions and properties.

研究分野：作用素環
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１．研究開始当初の背景 
 
中心が自明であるvon Neumann 環は因子環と
呼ばれる。更に因子環は I 型，II 型，III 型
と分類される。作用素環論において I 型は自
明なものとみなし，主に II 型と III 型につ
いて研究を行っている。1970 年代，Connes 
は従順なvon Neumann 環の構造解析を含む一
連の業績によりフィールズ賞を受賞し，作用
素環論における従順性の重要性を決定づけ
た。1980 年代，Haagerup は自由群の群 C*-
環が Grothendieck の metric approximation 
property を持つことを示した。この結果に
触発され，従順性よりも弱い性質が群論と作
用素環論の両方で盛んに研究されるように
なった。それらの弱い性質の内のひとつが
Haagerup approximation property (以下, 
HAP と略記) である。長田まりゑは, 群が離
散のとき，群の HAP と群から作られる von 
Neumann 環（以下，群 von Neumann 環）の HAP 
が同値であることを示した。そして 2000 年
代に入ると，Murray-von Neumann が定義し
た基本群と呼ばれる II 型因子環に対する不
変量が消える例を Popa によって初めて示さ
れた。その後，II 型因子環の分類が盛んに
研究されている。この Popa のブレイクスル
ーで大事なことは HAP が有効に用いられて
いることである。以上の結果はすべて II 型
の場合に限られていることを注意しておく。 
von Neumann 環のHAP の重要性が再認識され，
一般のvon Neumann 環への拡張が期待されて
い た 。 先 行 結 果 と し て
Daws-Fima-Skalski-White が局所コンパク
ト群の HAP を量子群へと拡張した。 
 
２．研究の目的 
 
任意の von Neumann 環の HAP を定義し，期
待される諸性質を証明することとその応用
を考える。 
 
３．研究の方法 
 
数学の研究において，他の研究者と情報交換
を積極的に行うことは大変重要である。その
ために国内外の研究集会やセミナーなどに
参加し，研究成果の発表や参加者との交流を
はかる。 
 
４．研究成果 
 
論文[3] において，任意の von Neumann 環に
対する HAP の定義を導入した。ポイントは
von Neumann 環の標準形と正凸錐体を用いて，
完全正値なコンパクト作用素の近似単位列
を考えることである。また同時期に
Caspers-Skalski も別のアプローチによる
HAP の定義を与えることに成功しているが，
彼らは定義が無矛盾であることを示すため
に技術的かつ長い証明を必要としている。

我々の議論の有利な点は定義の単純さであ
る。それにより様々な証明が自然に行われて
いる。その後，[4] において，2 つのアプロ
ーチが同値であることも示した。しかしその
証明は不自然な方法であった。簡潔な別証明
を与えたのが，[2] である。 
HAP の定義の同値性の証明の鍵となるアイ
ディアは，荒木不二洋による von Neumann 環
の標準形における正凸錐体の 1 パラメータ
族であることに気がついた。これを利用する
ことによって，関数解析学の初等的な議論で
2 つの HAP の同値性の簡単明瞭な別証明を
与えることができた。一方で，von Neumann 環
の表現を Hilbert 空間（＝非可換 L2 空間と
みなせる）に限らず，Haagerup による非可
換Lp 空間を用いてHAP の定義を与えること
ができた。幸崎秀樹の補間テクニックを用い
ることによって，パラメータ p に依らずにす
べての定義が同値であることも示した。非可
換 Lp 空間を用いた von Neumann 環の従順性
の特徴付けは Junge-Ruan-Xu によって既に
与えられており，我々の結果はその拡張でも
ある。次の問題は局所コンパクト群の HAP と
の関係を明らかにすることであった。上で述
べたように離散群の場合は同値性が示され
ていた。一般の局所コンパクト群の場合は，
群 von Neumann 環の HAP から群の HAP が得
られないことが知られていた。逆に，局所コ
ンパクト群の HAP から群 von Neumann 環の
HAP が従うことは期待できた。論文[1] で，
von Neumann 環の双加群を用いたHAP の定義
を導入した。これは群の表現論に対応した
HAP の定義を与えたことになる。この双加群
による HAP の定義が従来の定義と同値であ
ることを示し，上述の問題を更に一般の量子
群において完全に解決した。 
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