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研究成果の概要（和文）：本研究は、物理現象や社会現象などのミクロスコピックな数理モデルとして得られる
確率モデルから、そのマク
ロな性質を導出するためのスケール極限の手法を確立することを目的としたものである。特に、ミクロモデルと
して、古典物理の基礎的かつ重要な系であるハミルトン系に由来するモデルを対象とした。成果として、確率的
な摂動項を加えた非線形ハミルトン系のエネルギーのマクロな揺らぎが従う確率微分方程式を初めて厳密に導出
した。また、スケール極限で０になるような摂動の場合に、その０への近づき方に依存して、マクロな振る舞い
が質的に異なることを示した。

研究成果の概要（英文）：This project aims to establish the scaling limit for microscopic stochastic 
models obtained as models of physical and social phenomena to obtain their macroscopic properties. 
In particular, we focus on stochastic models originated from Hamiltonian dynamics, which is one of 
the most fundamental dynamics in the classical physics. We succeed to derive rigorously a stochastic
 partial differential equation from a nonlinear Hamiltonian dynamic with stochastic noise as its 
macroscopic fluctuation of energy. Also, we study the case where the strength of the noise goes to 0
 in the scaling limit and show that the macroscopic behavior depends on the speed of this 
convergence. 

研究分野：大規模相互作用系の確率解析

キーワード： 流体力学極限　ハミルトン系　非勾配型　スペクトルギャップ
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１．研究開始当初の背景 
 
本研究は、統計物理学に数学的な基礎づけを
与えることを目標として始まった、確率解析
を用いた大規模相互作用系に関する一連の
研究を背景とするものである。 
統計物理学は、流体や気体等の巨大な自由度
を持つ系のマクロな熱力学的性質の時間発
展を、原子や分子等のミクロなレベルの力学
的運動法則から説明する学問である。統計物
理学において、エルゴード仮説や局所平衡等
いくつかの重要な仮定があるが、これらを一
般の決定論的なモデルに対し数学的に厳密
に証明することはほとんど不可能と考えら
れている。そこで、決定論的でない確率過程
をミクロモデルとする研究が盛んに行われ、
統計物理学の考え方を数学的に基礎づける
様々な手法が確立されてきた。こうした確率
解析に基づく大規模相互作用系の研究は、国
内外で非常に広く行われており、現在も盛ん
に研究されている。特に系に時間発展のある
非平衡状態の研究については、非平衡統計物
理学そのものが未完成であり、数学的基礎付
けにとどまらず非平衡統計物理学そのもの
を発展させていくと期待されている。 
 
ミクロな系を与える確率モデルから、そのマ
クロな性質を導出する重要な手法がスケー
ル極限である。より具体的には、ミクロな系
の時間発展を表す確率過程を、時間と空間に
ついて適切なオーダーの比でスケール変換
し、そのスケールパラメータに極限操作を行
うことで、マクロなパラメータの時間発展が
従う偏微分方程式を導くことが目標である。
この過程は、標語的に流体力学極限と呼ばれ
る。これは、一種の大数の法則である。この
大数の法則に付随し、その周りでの揺らぎを
調べる揺動問題も重要なテーマである。これ
は流体力学極限に対応した中心極限定理で
ある。ミクロな系の時間発展を表す確率過程
の揺らぎを、適切にスケール変換し極限操作
を行うことで、マクロなパラメータのゆらぎ
が従う確率偏微分方程式を導出するのが、揺
動問題の目標である。 
 
流体力学極限、およびこれに付随する揺動問
題は、いまだに十分な理論が完成されていな
い非平衡系に対する統計物理学の主要なテ
ーマとして、1980 年代後半頃より盛んに研
究されてきた。一連の研究の中でも、Guo等
が[1]で導入したエントロピー法と呼ばれる
証明は、様々なタイプの確率モデルに適用で
きる画期的な手法であった。しかし、この手
法はモデルの時間発展規則が勾配条件と呼
ばれる強い条件を満たすことを要請してい
る。一方で、物理的に興味深い系のほとんど
が勾配条件を満たさない非勾配型であり、現
実の物理現象の理解のためには、非勾配型モ
デルについて研究することが不可欠であっ
た。Varadhanは[2]でエントロピー法を非勾

配型のモデルにも適用できるよう拡張した
が、この証明は、非常に難解であり、各モデ
ルに適用可能かどうかはそれぞれ個別の議
論が必須である。そのため、非勾配型モデル
に対するスケール極限の研究の進展は遅く、
いまだ発展途上である。特に、決定論的なモ
デルに由来する系のスケール極限の研究は、
数学者、物理学者の双方にとって重要な課題
であるが、技術的困難によりこれまでほとん
ど結果が得られていなかった。そこで、決定
論的なモデルに由来する様々な確率モデル
に対するスケーリング極限の問題に取り組
もうと考えたことが、本研究の着想に至っ
た経緯である。 
 
２．研究の目的 
 
(1) 本研究の第一の目的は、ハミルトン系に
確率的なノイズ項を加えたモデルに対する
スケーリング極限により、そのマクロな振る
舞いを理解することである。特に、ノイズを
様々に変化させた時、どのような普遍的な性
質が現れるかを明らかにすることが、本応募
研究の目標の一つである。また同時に、ノイ
ズの大きさを極限操作により０にした時に、
どのような変化が現れるかを明らかにし、確
率モデルと決定論的モデルの関係を明らか
にする。 
 
(2) 本研究の第二の目的は、Stochastic 
energy exchange model（以下 SEEM）と
呼ばれる、決定論的なハミルトン系に由来
するエネルギーの時間発展モデルに対する
流体力学極限の証明である。このモデルは、
決定論的な相互作用粒子系のメゾスコピッ
クモデルとして得られるエネルギーに関す
る普遍的なモデルである。 
 
３．研究の方法 
 
ハミルトン系からの熱伝導方程式の導出は、
当該分野における重要なテーマであり、長年
多くの研究が行われてきた。しかし、この問
題では非勾配型の系を扱う必要があるため
に、流体力学極限や揺動定理の厳密な証明の
ためには多くの困難が残されていた。また、
ハミルトン系に由来する確率モデルとして、
近年 SEEM に代表される新しいモデルが導
入されているが、こうしたモデルに対するス
ケール極限の研究はまだほとんど行われて
いない。 
 
研究代表者は、すでに確率的なノイズ項を
もつ一次元非調和振動子鎖に対する平衡揺
動定理についての結果を得ていたが、これ
をさらに一般的な非勾配型モデルへ拡張す
ることが重要である。 
 
そこで、非勾配型モデルに対する新しいアプ
ローチを模索する。より具体的には、幾何学



的な視点を用いてコホロモジー等の概念を
通して，証明を再検討し、現在の手法での困
難を避ける方法を探す。 
 
また、ノイズの大きさを極限操作により０に
するという研究は、非線形の場合には全く先
行結果がないため、まずは線形な調和振動子
鎖について厳密な解析を行うことを目指す。 
 
４．研究成果 
 
(1) 確率的なノイズ項をもつ一次元非調和
振動子鎖に対する平衡揺動定理について、
すでにある程度の結果を得ていたが、マク
ロスコピックな拡散係数にあたる量の評価
など詳細な研究を加えて、論文としてまと
めた（発表論文の⑤）。 
 
(2) 確率的なノイズ項をもつ一次元調和振
動子鎖に対し、そのノイズの強さを極限操
作により０に近づけていった場合、そのス
ピードに応じて、マクロなエネルギーの振
る舞いが通常の拡散型になる場合と、異常
拡散と呼ばれる特殊な拡散方程式に従う場
合があることを明らかにした。これは、研
究当初予想していなかった重要な結果であ
る。特に、研究期間中、異常拡散のスケー
ル極限による導出の手法が世界的に注目さ
れ大きく進展しており、その流れの中で本
結果を得ることができた（発表論文の③）。 
 
(3) SEEMについて、流体力学極限の証明
の鍵となっている spectral gapの詳細な評
価を得た。特に、先行研究では、物理的に
自然なパラメータの範囲が除外されていた
が、それを含むような形に拡張することが
できた。（発表論文の②及び④）。これは、
その前に行ったより一般的なモデルに対す
る証明（発表論文の⑥）の手法が元となっ
て、さらに SEEM の場合に適用するため
に新たなアイディアを幾つか用いることで
可能となった。 
 
(4) 非勾配型のモデル全般に対する新しい
アプローチとして、幾何学的な視点を用い
ることで、様々なモデルに共通したスケー
ル極限における重要な構造を見出すことが
できた。より詳細には、非勾配型の証明に
おける最も重要かつ難しい定理である「閉
形式の特徴付け」と呼ばれるものが、状態
空間への群作用により現れるコホロモジー
として理解できることが明らかになった。
このことを用いて、spectral gapを用いな
い証明が可能になるモデルがあることや、
状態空間をより一般化することなどスケー
ル極限の問題に対する様々な新しい結果を
得ることもできた（発表論文の①）。 
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