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研究成果の概要（和文）：本研究では、凸関数や凸集合に適した解析学である凸解析学と非線形写像に対する不
動点理論を用いることにより、種々の非線形問題の解の存在性と解の近似法に関する研究を行った。特に、ヒル
ベルト空間やバナッハ空間などの無限次元線形空間における非線形写像の不動点の存在性と不動点近似列の収束
性を中心とした研究成果が得られた。さらに、その成果を凸最小化問題や単調作用素の零点問題などの非線形問
題に応用し、それぞれの問題の解の存在性と解の近似法を研究した。また、線形構造を持たない測地的距離空間
における凸最小化問題と不動点問題の関係についての重要な成果も得られた。

研究成果の概要（英文）：In this research, using convex analysis for convex functions and convex sets
 and fixed point theory for nonlinear operators, we study the existence and approximation of 
solutions to several nonlinear problems. In particular, we obtain several results on the existence 
and approximation of fixed points of nonlinear operators in infinite dimensional linear spaces such 
as Hilbert spaces and Banach spaces. Applying the obtained results to minimization problems for 
convex functions and zero point problems for monotone operators, we obtain existence and convergence
 theorems for such problems. We also obtain some important results on the relation between convex 
minimization problems and fixed point problems in geodesic metric spaces with no linear structure. 

研究分野： 非線形解析学とその応用
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１．研究開始当初の背景 
 物理学、工学、経済学などの分野における
諸問題を数学的に定式化すると非線形問題
が現れる。非線形問題とは、問題を考える舞
台となる集合やそこに作用する写像が非線
形性を持つような問題のことである。このよ
うな問題の解については、一般に重ね合わせ
の原理が成り立つとは限らないため、線形問
題と比べると解を得ることが難しい場合が
多い。 
 非線形問題を解くための方法はこれまで
に多くの研究者によって研究されて来たの
であるが、その中に、凸解析を用いる方法と
不動点理論を用いる方法がある。 
凸解析は1960年代にMintyやRockafellar

らによって創始された応用数学の一分野で
あり、非線形問題の具体的な解を求めるため
の有用な道具となっている。一方、不動点理
論はさらに以前から研究されていたが、1960
年代に Browder や Kirk らによって二点間の
距離を増加させない写像に対する不動点定
理が発見され、その後、多くの一般化や関連
する成果が得られて来た。 
 互いに異なる研究分野である凸解析と不
動点理論は相互に関わりを持ちながら発展
している。特に、1976 年の Rockafellar によ
る先駆的な研究により、ヒルベルト空間にお
ける種々の非線形問題を非拡大写像に対す
る不動点理論を用いて解決できることが示
された。 
 しかし、これら二つの分野間の相互関係は、
ユークリッド空間やヒルベルト空間のよう
な内積構造を持つ空間において十分に研究
がなされているが、内積構造を持たないバナ
ッハ空間や測地的距離空間では未解決問題
が多く残されているのが現状である。 
 2003 年から 2012 年にかけて研究代表者ら
が得た一連の研究成果により、距離関数の代
わりに凸関数とその勾配を用いて定義され
る二変数関数を用いることで、内積構造を持
たない空間においても一定の条件下で非線
形問題を不動点理論の枠組みで解決できる
ことが示された。 
 それらの成果は、凸解析と不動点理論の相
互関係をさらに究明し、それぞれの問題設定
で使用する空間の幾何構造や研究対象とな
る非線形写像の位相的性質と関連付けて研
究を深めて行くことにより、応用分野で発生
する種々の非線形問題に対する統一的な解
決手法を確立できる可能性を示唆していた。
以上が本研究課題の着想に至った経緯であ
った。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、凸関数や凸集合に適した解析
学である凸解析学と、非線形写像に対する不
動点理論を用いることにより、種々の非線形
問題の解の存在性や解の近似法に関する研
究を行う。具体的な研究の目的は以下の通り
である。 

(1) 不動点問題への定式化 
凸最小化問題、変分不等式問題、均衡問題、

単調作用素の零点問題などの非線形問題と
不動点問題の関係を究明する。特に、それぞ
れの非線形問題の解を何らかの非線形写像
の不動点として表現する方法を研究し、不動
点理論を用いて非線形問題を解決するため
の基礎を築く。その際、非線形写像の計算可
能性にも注意を払い、計算機を用いた数値実
験で使用可能な写像の導入を検討する。 
(2) 不動点の存在性の研究 
 不動点理論において最も基本的な研究課
題は、不動点がどのような状況下で存在する
かという問題を解決することである。この不
動点の存在問題に対する解答を与えるのが、
不動点定理とよばれる不動点の存在定理で
ある。この問題を解決するための準備として、
非線形写像の定義域の幾何的構造や位相的
構造を調べる。さらに、その成果を応用する
ことにより、それぞれの非線形写像に対する
不動点の存在問題を解決して行く。 
(3) 不動点近似法の研究 
 不動点の存在問題と並んで重要な研究課
題が不動点近似問題である。ここでは、不動
点が存在する状況下で、不動点をどのように
して近似的に求めるかという問題を解決す
る。計算機の進歩により、解の存在性だけで
なく、解を具体的で扱いやすい形で表示する
ことの重要性が高まっている。不動点近似問
題の研究では、不動点へと収束する点列の構
成方法を考察し、それぞれの近似列の漸近挙
動を数学的に解析する。また、不動点近似列
の漸近挙動と不動点の存在性の間の同値性
に関する研究も行う。 
(4) 非線形問題への応用 
最後に、上記の各段階における研究成果を

用いることにより、種々の非線形問題の解の
存在性と解の近似法の研究を行う。解の存在
問題の研究においては、解が存在するための
必要十分条件を与えることを目標とする。ま
た、解の近似問題においては、近似解を得る
際に用いる非線形写像の計算可能性に注意
し、より実用性の高い近似解法の導入を検討
する。 
 
３． 研究の方法 
 本研究は大きく分けて、研究目的の(1)か
ら(4)までの四つの段階からなる。基本的に
この順序で研究を進めるが、各段階で得られ
た成果をそれぞれの段階にフィードバック
することにより、研究課題の方向性を再検討
する。このようにして個別の問題間の相互作
用を活性化させることにより、それぞれの問
題を解決するための方策を練る。 
本研究課題の具体的な研究方法は以下の

通りである。 
(1) 写像列を用いた不動点近似法の研究 
 非線形問題の解の近似において、閉凸集合
の上への射影や単調作用素のレゾルベント
を用いる多くの手法が研究されて来た。それ



らの研究では、写像を定義する際に用いる係
数を各反復において適切な形で更新するこ
とでより計算効率の高い近似列が得られる。
ここでは、そのような解の近似法を写像列に
よる共通不動点近似法として一般化し、異な
る分野で発生する非線形問題に対して統一
的に適用可能な近似解法を導入することを
目標とする。 
(2) 平均を用いた不動点近似法の研究 
1975年にBaillonが非線形エルゴード定理

を発見して以来、非拡大写像や非拡大半群に
対する様々な非線形エルゴード定理が得ら
れて来た。特に、写像の平均や漸近的に不変
な平均列を用いた総和法が知られている。こ
こでは、非線形エルゴード理論における研究
手法を用いることにより、非線形写像やその
族に対する不動点近似列の漸近挙動を解析
する。 
(3) 不動点の存在性の研究 
 非線形写像の定義域の幾何的性質と非線
形写像の位相的性質が不動点の存在性にど
のような影響を与えるのかという問題につ
いて研究する。その際、写像が定義される空
間の単位球面の凸性や滑らかさに着目し、不
動点の存在問題との相互関係を調べる。また、
凸関数の最小化問題の利用や非線形エルゴ
ード理論における漸近的線形性定理の利用
などを検討する。なお、従来の手法が有効で
ない場合においては、空間の有限次元性を仮
定した上で予備的な結果を得ることも試み、
その後で、より一般的な空間設定における研
究を行う。 
(4) 単調作用素の零点問題の研究 
 凸解析と不動点理論の橋渡しの役割をす
るのが、単調作用素の理論である。この作用
素は一般に集合値写像である。このような集
合値写像を用いることにより、古典的な解析
学では研究対象とならなかった微分不可能
な関数の解析を行うことができる。ここでは、
単調作用素のレゾルベントを用いた零点近
似法や凸関数の勾配を用いた零点近似法の
研究を行う。さらに、凸最小化問題や変分不
等式問題などの非線形問題への応用研究を
行う。 
(5) 測地的距離空間での凸最小化問題 
 二点間を結ぶ測地線の構造を持つ距離空
間では、凸最小化問題に関する未解決な問題
が多く残されている。ここでは、上に有界な
曲率を持つ完備測地的距離空間や非正の曲
率を持つ完備測地的距離空間における凸最
小化問題と不動点問題の関係について研究
を行う。その際、空間の線形構造の代わりに
空間の凸構造と完備性を用いることで、関数
解析的手法に代わる新しい解析手法を提案
し、その有用性を理論的に証明する。 
本研究課題を進める中で、得られた研究成

果を学術雑誌に投稿して広く公表する。さら
に、国内外で開催される研究集会や国際会議
に出席し、研究成果を発表するとともに、国
内外の解析学者や応用数学者との活発な意

見交換を行う。 
 
４． 研究成果 
本研究課題の四年間の研究期間において、

ヒルベルト空間、バナッハ空間、測地的距離
空間などの各種空間における不動点問題と
その応用に関する成果を得ることができた。
これらの成果は、本研究費を用いることによ
り、研究集会・国際会議などに参加して成果
発表を行い、共同研究者との研究打合せを行
ったことによって得られたものである。 
また、本研究課題の構想段階において、測

地的距離空間における凸最小化問題と不動
点問題に関する研究成果を挙げることは予
想していなかった。この方面の研究が 2014
年から着実に進展したことは本研究課題に
おける大きな収穫であった。 
本研究において得られた成果を以下の六

つに分類して解説する。 
(1) 写像族に対する共通不動点近似 
 ヒルベルト空間における非線形写像列を
用いた共通不動点近似定理を得た。ここでは、
不動点との距離が増加しない写像の列を用
いることにより、共通不動点への収束定理を
得た。さらに、主結果を応用することにより、
劣勾配射影を用いた凸集合族の共通点近似
定理を示すことができた。この射影は凸関数
の劣勾配を用いて定義される非線形写像で
あり、凸関数の劣勾配が計算できる場合には
劣勾配射影を陽的な形で表示できるという
特性を持つ。 
 また、バナッハ空間における閉凸集合の上
への距離射影が持つ性質を抽象化した非線
形写像の族に対する共通不動点近似問題を
研究し、共通不動点への弱収束定理と強収束
定理を得た。ここでは、バナッハ空間におけ
る 2-一様凸定数を用いた不動点近似法を新
たに導入した。応用として、これまで難しい
とされ未解決であったRockafellarによる近
接点法に関する弱収束定理のバナッハ空間
への一般化を得ることができた。 
(2) ヒルベルト空間における不動点定理 
 本研究課題では、内積構造を持たないバナ
ッハ空間における不動点理論とその応用を
研究の中心に据えて研究を行ったのである
が、そのような一般的な空間における研究を
円滑に進めるための多くのヒントは、内積構
造を持つヒルベルト空間における不動点問
題の研究を通して得られる。ここでは、ヒル
ベルト空間における二つの可換な hybrid 写
像に対し、写像の平均を用いた不動点近似定
理を得た。 
また、ヒルベルト空間における非有界閉凸

集合が不動点を持たない非拡大写像を許容
することを保証するRayの定理の簡潔な別証
明を与えた。Ray による最初の証明では、ヒ
ルベルト空間における正規直交系を用いた
幾何的な議論がなされ、Sine による別証明に
おいては、一様有界性の原理と可算個の距離
射影の平均が用いられた。本論文では、一様



有界性の原理と一つの閉凸集合の上への距
離射影を用いることで、不動点を持たない非
拡大写像を定義した。 
(3) 単調作用素の零点近似定理 
 バナッハ空間における値域条件を満たす
単調作用素の零点近似定理を得た。この作用
素は一般に集合値写像である。一方、バナッ
ハ空間における双対性写像を用いることに
よって定義されるレゾルベントは一価写像
となり、その不動点集合が単調作用素の零点
集合と一致する。ここでは、2008 年に研究代
表者らが得た不動点定理を用いることによ
り陰的に定まる点列の漸近挙動を研究した。
さらに、バナッハ空間の幾何学的性質を利用
することにより、その点列が単調作用素の零
点に強収束することを証明した。応用として、
バナッハ空間における凸最小化問題と変分
不等式問題の解の近似定理を得た。 
(4) Nonspreading 写像の不動点定理 
2008 年 に 研 究 代 表 者 ら が 導 入 し た

nonspreading 写像の不動点の存在性につい
て研究を行った。ここでは、写像の平均と凸
結合を用いて点列を定義し、点列が有界な部
分列を持つことが不動点の存在性と同値で
あることを証明した。この成果の系として、
点列のノルムが発散することと写像が不動
点を持たないことが同値であることを示し
た。 
(5) Bregman distance を用いた不動点定理 
バナッハ空間におけるノルムのp乗とその

勾配を用いて定まる Bregman distance に関
する Chatterjea 写像の概念を導入し、不動
点の存在性と不動点の近似法の研究を行っ
た。このような写像はヒルベルト空間におけ
る nonspreading 写像のバナッハ空間への一
般化の一つである。ここでは、2014 年に
Suzuki が得た二重数列に関する収束定理を
用いることにより、Chatterjea 写像が漸近的
に正則であることを証明した。さらに、写像
の定義域の凸性や写像の平均を使わずに、新
しい弱収束定理を得ることができた。 
(6) 測地的距離空間における凸最小化問題 
 非正の曲率を持つ完備な測地的距離空間 
(完備 CAT(0)空間又はアダマール空間とい
う) における凸関数に対する二つの改良型
近接点法についての収束定理と存在定理を
得た。アダマール空間はヒルベルト空間の一
般化であるが、線形構造の欠如により、従来
の関数解析的アプローチが有効でない場合
が多く、それらの種々の課題を解決するため
の方策を検討する必要があった。ここでは、
空間の完備性から得られる最小値定理や曲
率条件から得られる不等式を利用すること
により、当初に予想していた問題を全て肯定
的に解決することができた。 
次に、上に有界な曲率を持つ完備な測地的

距離空間 (完備 CAT(k)空間) における凸関
数に対する最小化問題と不動点問題の関係
について研究を行った。このような空間はア
ダマール空間を一般化するものであり、ヒル

ベルト空間の単位球面に球面距離を入れた
空間がその典型例である。 
ここでは、そのような空間における凸関数

に対し、正接関数と正弦関数の積を利用して
定まるレゾルベントの概念を導入し、不動点
問題との関係性を一定の条件下で明らかに
することができた。さらに、そのようにして
定まる写像がある種の nonspreading 性を持
つことを証明した。この論文では、そのよう
な写像の不動点問題を研究するとともに、凸
最小化問題への応用研究を行った。 
 また、上記の論文において導入した凸関数
のレゾルベントを用いることにより、1976 年
に Rockafellarが得たヒルベルト空間におけ
る近接点法の弱収束定理の CAT(k)空間版の
結果を得ることができた。ここでは、点列の
収束性だけでなく、点列のある種の有界性が
凸関数の最小点の存在性と必要十分である
ことを保証する定理を得ることにも成功し
た。それらの定理を証明するための準備とし
て、有界点列から定まる狭義凹関数に関する
最大値定理を証明し、最小化問題の研究へと
応用した。 
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