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研究成果の概要（和文）：Hele-Shaw セルにおける振動対流の位相記述法を定式化した。この手法は無限次元力学系に
おけるリミット・サイクル解の位相縮約法である。次に、水平方向に周期的なシリンダー形状のHele-Shaw セルにおけ
る振動対流の位相記述法を定式化した。この系における振動対流は「空間に関する連続並進対称性の自発的な破れ」と
「時間に関する連続並進対称性の自発的な破れ」という２つの「位相」を持つリミット・トーラス解によって記述され
る。つまり、この手法は無限次元力学系におけるリミット・トーラス解の位相縮約法である。

研究成果の概要（英文）：We have formulated a theory for the phase description of oscillatory convection 
in Hele-Shaw cells. The theory can be considered as a phase reduction method for limit-cycle solutions in 
infinite-dimensional dynamical systems, namely, limit-cycle solutions to partial differential equations 
representing oscillatory convection. Furthermore, we have also formulated a theory for the phase 
description of oscillatory convection in a cylindrical Hele-Shaw cell that is laterally periodic. 
Oscillatory convection in this system is described by a limit-torus solution that possesses two phase 
modes; one is a spatial phase and the other is a temporal phase. The theory can be considered as a phase 
reduction method for limit-torus solutions in infinite-dimensional dynamical systems, namely, limit-torus 
solutions to partial differential equations representing oscillatory convection with a spatially 
translational mode.

研究分野：非線形動力学
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１．研究開始当初の背景 
 
自然界にはさまざまな振動現象および同

期現象が存在する。典型的には、各振動性素
子は常微分方程式のリミット・サイクル解と
して記述される。そのような各リミット・サ
イクル振動子のダイナミクスを位相と呼ば
れるスカラー変数のみで近似する位相記述
法（位相縮約法）が、結合振動子系の同期現
象に対する強力な解析手法として知られて
いる。しかし、自然界には偏微分方程式のリ
ミット・サイクル解やさらにはリミット・ト
ーラス解で記述される振動現象とそれらの
同期現象も存在する。例えば、反応拡散系に
おいては、光感受性 Belousov-Zhabotinsky
反応の結合系を用いた実験、神経伝導方程式
の結合系に対する数値計算、などがある。ま
た、本研究の主題である流体系においても、
準地衡風二層モデルの結合系に対する数値
計算、Hele-Shaw セル熱対流モデルの結合系
に対する数値計算、回転水槽の結合系を用い
た実験、などがある。そのため、偏微分方程
式のリミット・サイクル解やリミット・トー
ラス解に対する位相記述法の定式化が必要
とされていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、偏微分方程式のリミッ

ト・サイクル解やリミット・トーラス解に対
する位相記述法の一例として、偏微分方程式
のひとつである流体方程式によって記述さ
れる、Hele-Shaw セル中の振動対流に対する
位相記述法を新たに定式化すること、さらに、
その位相記述法の応用として、「振動対流の
結合系における位相同期現象」および「振動
対流の共通ノイズによる位相同期現象」を解
析することであった。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究代表者は、本研究を開始するより以前

に、結合振動子系の集団位相記述法を構築し
てきた。特に、非線形 Fokker-Planck方程式
のリミット・サイクル解に対する位相記述法
を定式化していた。この手法を一般化するこ
とにより、流体方程式のリミット・サイクル
解として記述される、（通常の）Hele-Shawセ
ル中の振動対流に対する位相記述法の定式
化を試みた。そして、その手法をさらに一般
化することにより、流体方程式のリミット・
トーラス解として記述される、シリンダー形
状の Hele-Shawセル中の空間並進自由度を持
つ振動対流に対する位相記述法の定式化を
試みた。加えて、それぞれの場合において、
振動対流の同期現象に対する位相記述法に
よる解析を試みた。 
 

４．研究成果 
 
本研究の主要な成果は次の通りである。先

ず、研究代表者がこれまでに構築してきた、
非線形 Fokker-Planck 方程式のリミット・サ
イクル解に対する位相記述法を一般化する
ことにより、（通常の）Hele-Shaw セルにおけ
る振動対流の位相記述法を定式化した。この
手法は無限次元力学系である偏微分方程式
のリミット・サイクル解に対する位相縮約法
である。特に、各点・各時刻に加えられた弱
い摂動に対する振動対流の（時間的な）位相
応答を定量化する位相感受性を理論的に導
出した（図１参照）。そして、位相記述法の
応用として、弱く結合した２つの振動対流の
間の位相同期現象を解析した。その結果、位
相記述法が成り立つような弱い結合である
限り、（時間的に）同相同期した解が大域的
に安定であることがわかった（雑誌論文⑧）。
加えて、位相記述法の別の応用として、振動
対流の共通ノイズによる位相同期現象を解
析した。特に、この共通ノイズ同期に対する
最適化手法を開発した（雑誌論文⑦）。 
 
次に、（通常の）Hele-Shawセルにおける振

動対流の位相記述法をさらに一般化するこ
とにより、水平方向に周期的なシリンダー形
状の Hele-Shaw セルにおける、空間並進自由
度を持つ振動対流の位相記述法を定式化し
た。この系における振動対流は「空間に関す
る連続並進対称性の自発的な破れ」と「時間
に関する連続並進対称性の自発的な破れ」と
いう２つの「位相」を持つリミット・トーラ
ス解によって記述される。つまり、この手法
は無限次元力学系である偏微分方程式のリ
ミット・トーラス解に対する位相縮約法であ
る。特に、各点・各時刻に加えられた弱い摂
動に対する振動対流の空間的・時間的な位相
応答を定量化する２つの位相感受性を理論
的に導出した（図２参照）。そして、空間並
進自由度を持つ振動対流に対する位相記述
法の応用として、弱く結合した２つの振動対
流の間の空間的・時間的な位相同期現象を解
析した。その結果、位相記述法が成り立つよ
うな弱い結合である限り、空間的・時間的に
同相同期した解が大域的に安定であること
がわかった（雑誌論文②）。 
 
以上のように、本研究の主要な成果である、

Hele-Shaw セル中の振動対流に対する位相記
述法は、従来の位相縮約法の大幅な一般化で
あり、学術的に大きな意義があると考えてい
る。実際、本研究成果により、第 10回(2016
年)日本物理学会若手奨励賞を受賞した。そ
の受賞題目は「無限自由度の振動的対流現象
に関する位相縮約の理論」であった。加えて、
国立研究開発法人海洋研究開発機構の平成
26 年度業績表彰において研究開発功績賞も
受賞した。 
 



 
図１：Hele-Shaw セルにおける振動対流（リ

ミット・サイクル解）の温度場(T)と
位相感受性(Z)のスナップショット
（雑誌論文⑦＆⑧参照）。位相感受性
は各点・各時刻に加えられた弱い摂動
に対する振動対流の（時間的な）位相
応答を定量化する。 

 
 

 
図２：水平方向に周期的なシリンダー形状の

Hele-Shaw セルにおける空間並進自由
度を持つ振動対流（リミット・トーラ
ス解）の温度場(T)と２つの位相感受
性(Zs, Zt)のスナップショット（雑誌
論文②参照）。２つの位相感受性は各
点・各時刻に加えられた弱い摂動に対
する振動対流の空間的・時間的な位相
応答を定量化する。 

 

ここで、振動対流に対する位相記述法の定
式化に使われているアイデアは、散逸系の非
線形偏微分方程式なら適用できるものであ
る。例えば、反応拡散方程式に対しても適用
できる。そこで、実際に、反応拡散系におけ
る振動パターンの位相記述法も定式化した。
そして、位相記述法の応用として、弱く結合
した２つの振動パターンの間の位相同期現
象を解析した（雑誌論文③）。 
 
本研究では、振動対流に対する位相記述法

の基礎となっている、結合振動子系に対する
集団位相記述法の応用研究も実施した。先ず、
Ott-Antonsen 型の複素振幅方程式を経由す
ることにより、Kuramoto-Sakaguchi型の位相
モデルから Kuramoto-Sivashinsky 方程式を
解析的に導出した。そして、非局所結合位相
振動子系における不均一性に誘起された位
相乱流を実証した（雑誌論文⑥）。 
 
次に、ノイズを受けた大域結合リミット・

サイクル振動子系の階層構造を縮約理論に
基づいて解析し、この大自由度力学系の作る
集団ダイナミクスをマクロな位相変数のみ
で記述する集団位相記述法を改めてより詳
細に定式化した。特に、集団ダイナミクスを
定量的に特徴付ける集団位相感受関数と集
団位相結合関数の公式を導出した。そして、
代表的なリミット・サイクル振動子モデルに
対して解析を行い、個々の振動子はすべて同
相結合している状況でも集団間では逆相同
期になり得ることを例証した（雑誌論文⑤）。 
 
さらに、完全位相ロック状態にある振動子

ネットワークの結合系におけるマクロな位
相同期現象を集団位相記述法により解析し
た。そして、ノイズを受けた大域結合リミッ
ト・サイクル振動子集団の結合系と同様に、
完全位相ロック状態にある振動子ネットワ
ークの結合系おいても、個々の振動子はすべ
て同相結合している状況における集団間の
逆相同期現象が起こり得ることを解析的に
示した（雑誌論文④）。 
 
最後に、完全位相ロック状態にある振動子

ネットワークの共通ノイズによるマクロな
位相同期現象を集団位相記述法により解析
した。特に、この共通ノイズ同期に対する最
適化手法を開発した。いくつかの具体例を数
値計算することにより、この最適化手法の妥
当性も確認した（雑誌論文①）。現在、査読
付き雑誌論文を投稿準備中である。なお、本
研究成果は、振動対流の共通ノイズ同期とそ
の最適化に関する研究成果（雑誌論文⑦）の
一般化とみなすこともできる。 
 
以上のように、振動対流の位相記述法に加

えて、結合振動子系の集団位相記述法も研究
することで、当初の計画以上の成果を得た。 
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