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研究成果の概要（和文）：本研究では，不安定リンク構造の解析手法として妥当性の確認されている一般逆行列による
計算手法をパネルとヒンジから構成される剛体折紙モデルに適用し，特異状態における剛体折紙モデルの特徴の調査，
また剛体折紙の拘束条件の構造解析への適用を行った．
構造解析への応用に関しては，角型鋼管柱の圧縮強度計算を対象として剛体折り条件の降伏線解析への適用例を示した
．次に剛体折紙モデルの特異状態解析として高次項を考慮した拘束条件式を導出し，幾つかの折線例からその妥当性を
検証した．

研究成果の概要（英文）：In this study, through the application of the analysis using a generalized 
inverse matrix, whose validity has been confirmed for unstable linkage models, to a rigid origami model 
that is composed of panels and hinges, we investigated the characteristics of a rigid origami model at a 
singular state, and showed an example of the application of rigid-foldability condition to structural 
analysis.
At first, for the compressive strength calculation for a square pipe as an example, we presented a way of 
applying rigid-foldability condition to yield line analysis. Next, for a singular state of a rigid 
origami model, we formulated the constraint condition in consideration of high order term and validated 
with some crease patterns.

研究分野： 構造工学

キーワード： 剛体折紙　一般逆行列　制約条件付最適化　特異点　有限剛体変位　降伏線　不安定トラス
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

 剛体折紙は折紙を折り線を稜線とする多
面体として近似しすべての変形が折り線に
おける回転に起因して起きていると仮定す
る，すなわち面が剛なパネルとヒンジとで構
成されるとする幾何学モデルである．不安定
リンク構造の変形解析手法として有効性が
示されていた一般逆行列による解析手法の
面的構造への適用を申請者らが 2009 年に提
案して以来，情報数理関係や工学への応用，
折りのデザインといった幅広い観点から剛
体折紙は関心が持たれるテーマとなった． 

 他方，折畳み構造の工学的応用に関して、
衝撃時にエネルギーを効果的に吸収可能な
筒型折れ構造部材や折り加工された面材の
組合せで構成されるコア材等を対象にＦＥ
解析が実施され，折紙構造由来の特徴として
その構造性能が検討される例が多くなった．
しかし，剛体折紙は幾何モデルとしての扱い
が主で構造性能評価として扱われることが
なく，また FE 解析対象となる折り構造に剛
体折紙理論から得られている知見が生かさ
れることはなく，剛体折紙条件と構造工学と
の間を関係づけた研究は見られなかった． 

 

２．研究の目的 

 折紙構造においてはヒンジ線回転が全体
変形の由来となる点に着目し，構造工学分野
で耐荷力評価に用いられてきた降伏線解法
へ剛体折り条件の適用を試みた．これは仮定
する塑性ヒンジ線の二面角と面内位置の関
係に剛体折り拘束条件を適用し，ここから求
まる二面角変化を内部仕事量算出に使用す
るというアイデアである． 

 一方，剛体折紙の一般逆行列を使用した可
折モード抽出解析適用において初期平坦状
態は特異状態であり，展開途上時において適
用可能であった条件がそのままでは不十分
であることが既存の研究で明らかになって
おり，この特異状態における特徴をトラスモ
デルでの特異状態解析手法を適用して明ら
かにすることとした． 

 

３．研究の方法 

次の２方面から研究を行う． 
（１）降伏線解法への剛体折紙条件の適用 
 角型鋼管の圧縮耐荷力推定問題を例とし
て，降伏線解法に剛体折紙の拘束条件を適用
し，ヒンジ回転による内部仕事量増分のより
合理的な算定手法を提案する．また実験結果
と計算から得られた崩壊曲線を比較するこ
とで有効性を検討する． 
（２）高次項を導入した剛体折紙モデルの特
異状態の解析 
 不安定リンクモデルの解析手法を参考に
しながら剛体折紙モデルの特異状態の解析
法を提案する． 
①まず，拘束条件の立式として既存の回転行
列に代わって四元数を使用したアプローチ
を考える．②次に不安定リンクモデルの畳込

み経路解析について制約条件付き最適化問
題として扱いうることが示されていること
を参考にし，平面角を制約条件，二面角最小
化を目的関数とする最適化問題としての剛
体折紙の畳込み経路解析の可能性を検討し，
最適化過程における特異性の観点から考察
する．③最後に特異状態の不安定リンクモデ
ルに有効性が確認されている拘束条件の２
階導関数まで考慮した定式化を剛体折紙モ
デルの拘束条件に適用し，特異状態である平
面展開図状態から剛体可折な二面角モード
の抽出可能性を検証する． 
 
４．研究成果 
 下記(1)を通して剛体折紙に関して得られ
ている幾何学的拘束条件の構造工学問題へ
の適用を試み，(2)を通じて高次項を考慮し
た一般逆行列による不安定構造の変形解析
手法を剛体折紙モデルに適用した定式化を
行い，その特異状態である平坦時についての
性質を明確化した． 
 
(1)降伏線解法への剛体折紙条件の適用 
 従来用いられている降伏線解法において
鋼板部材の終局耐力を求めるために崩壊時
の降伏線の形状を仮定し，塑性ヒンジ線にお
ける内部仕事量と外力による外部仕事とを
等置することで崩壊曲線を得，崩壊荷重を求
めるといった手法が適用されている．このヒ
ンジ周辺での回転が全体の変形に大きく寄
与している点は折紙的であるとみなすこと
ができるが，剛体折紙に関する拘束条件を降
伏線解法に適用した事例はこれまでなかっ
た．そこで角型鋼管の圧縮耐荷力解析算出を
例に導入される塑性ヒンジ線また回転角計
算にあたって剛体折紙モデルで得られてい
る幾何学的拘束条件の適用を試みた．以下に
適用した算出手順を示す．崩壊曲線算出には
小野ら(1997)の方法を参照した． 
(Step1)軸変位からヒンジ回転角の算出 
図のようなヒンジ線を仮定し，軸方向変位δ
を与えた場合の角ヒンジ線の回転角を剛体
折り条件により算出する．ここで使用する頂
点周りの拘束条件は∑𝜌�̇� 𝒏𝑖 = 𝟎（𝜌�̇�：折線
における二面角回転速度，𝒏𝑖：折線方向ベ
クトル）である． 
(Step2)塑性ヒンジにおける回転角から内力
仕事の算出 
ヒンジ線で角ρ回転したときの圧縮側と引張
側のひずみが求まり，また鋼材の引張試験よ
り得られた応力歪曲線から，各ひずみ値に対
し応力が決定できる． 

塑性ヒンジでの内力仕事は各ひずみエネ

ルギーを引張領域と圧縮領域に渡って積分

することで計算される．対数ひずみがn から

n+1 へ変化したときの塑性ヒンジでの内力仕

事増分 dWHは以下のように表される． 
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−は曲げ圧縮/引張による塑性
化領域の体積を表す． 
(Step3)崩壊曲線の導出 
軸方向変位δを与えた場合の外力仕事量と
内部仕事量の釣合いを考慮することにより
崩壊曲線を得る． 
 Fig.2 は文献に示されている鋼管の圧縮試
験データと剛体折紙条件を考慮して算出し
た崩壊曲線を比較した一例である．ピーク荷
重を精度よく予測できているが，ピーク後の
曲線は追跡されていない事，仮定した種々の
パラメータが実験結果と異なる点，また実際
の角型鋼管の幾何学的条件を満足させるた
めに移動ヒンジを仮定する必要があること
等，剛体折りの拘束条件を降伏線解法へ適用
することによる利点が発揮されるためには
解決されなければならない問題点も多く，こ
れらは今後の課題とした．以上は[2][4]で発
表を行った． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.1 降伏線解法に適用した仮定 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.2 計算結果と実験値の比較 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.3 座屈形状の例 
（２）高次項を導入した剛体折紙モデルの特
異状態の解析 
 パネルとヒンジとで構成される剛体折紙
モデルに対して，不伸長トラスモデルを扱う
のに有効性が示されている一般逆行列を使
用した解析手法を適用することにより，つま
り拘束条件を不伸長条件に代えて頂点周り
の角度条件を採用し，変形時の変数として節
点座標（トラスモデル）に代わって二面角を
採用する（回転角モデル）という拡張により，
展開中の次ステップ変形モード推定を行え
ることが既に示されているが，初期平坦状態
は拘束条件式本数が縮重する特異な状態に
相当し，展開途中時と異なり変形モードを抽
出するために特別な工夫が必要となる．本研
究では，特に特異状態における扱いを明確化
するため以下の数理的基礎研究を行った． 
①拘束条件式の考慮にあたって回転行列に
代えて４元数の導入 
 剛体折紙モデルの頂点周りの角度条件は
Kawasaki, Belcastro らによって回転行列の
式として与えられており，この拘束条件式の
時間微分により剛体折紙の変形モード解析
の有効性が示されているが，行列に代えて四
元数表現による角度の拘束条件の扱いを試
みた．頂点周りの回転条件のクオータニオン
表記の時間微分操作により，頂点周りの�̇�𝒏の
ベクトル和が０であるとする（ρ̇;二面角変化
速度，n；折線ベクトル），回転行列を使用し
て導出された結論と同様の結果が導出され，
この成果は[1]にて発表したが，特異状態の
解析に関しては回転行列を使用した場合と
同様の課題が残った． 
②制約条件付き最適化問題としての剛体折
紙の変形経路解析 
 不安定トラスモデルに対して有効な変形
経路解析手法として示されている，制約条件
付き最適化問題としての扱いを剛体折紙モ
デルに対して適用し，制約条件を各頂点周り
の平面角の和，目的関数を二面角の和の最小
化として，初期不整の与えられた展開図情報
から折畳み解析が可能なことを示した．ここ
で制約条件𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 0のもと，目的
関数 𝑆 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) の最小化する手
法として�̇� = 𝑩′�̇�を一般逆行列により逐次
解く方法を採用した．また，解析終了判定と
して不安定トラスモデルで採用されていた
「解の存在条件」([𝑰 − 𝑩′𝑩′+]∆𝐒),「射影勾
配」([I-J+J]∇S, 𝑱 = [∇𝑔1, ∇𝑔1,⋯∇𝑔𝑚]
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動は剛体折紙の畳込み終了判定においても
有効であり，特に「射影勾配」指標は畳込み
終了時とともに初期平坦時も０であり，初期
平坦時の特異性を示すものであることを明
らかにした．この成果は[3][5]で発表した． 
③特異状態における変形モード抽出 
 拘束条件の２階微分までを考慮した条件
を定式化し，これにより特異状態で可能な変
形モードが抽出できることを示した． 
トラスモデルを対象とした既存の研究では，
特異状態において２次項を考慮することで
妥当な有限剛体変位モードを抽出できるこ
と，つまり拘束条件式𝑨(𝒙𝟏, 𝒙𝟐,⋯ ) = 𝟎の微
分式(1)(2)の(2)についても考慮することで，
式(1)のみでは抽出できなかった妥当な剛体
変位モードを抽出できることが示されてい
る． 
  𝑨′�̇� = 𝟎            (1) 
  𝑨′�̈� + �̇�𝑇𝑨′′�̇� = 𝟎        (2) 
本研究ではこれを剛体折紙に関する頂点周
りの回転行列の拘束条件式に適用し，
𝑹(𝝆) = 𝑰に対して 
              (3) 

 [𝑰 − 𝑹′𝑹′+][−�̇�𝑻𝑹′′�̇� ] = 𝟎           (4) 
を確認することで特異状態において可能な
変形モードを抽出できることを示した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.4 最適化問題として扱った時の各種指標
の変化 

 また，過去に提示した剛体可折モード抽出
法の導出を整理し，これは平坦状態からの微
小二面角変化を起こすとしたときに現れる
一次微小項まで考慮したものに相当し，この
図解法である「順次接合されたベクトル線図
が向き付けされた面積０の図を描く」という
条件が特定の項を抽出した必要条件に相当
するとする位置づけを明確化した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.5 剛体可折性判定対象とした展開図例 
 
Table 1 高次項を考慮して抽出された剛体可
折モード 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.6 Case(b)で抽出された剛体可折モード 
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