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研究成果の概要（和文）：作用素型cubature公式といった概念を導入し，その解析を行った．偶数次数の作用素型cuba
ture公式の構成点数に関するStroud型下界の一般化に成功し，Shamsievの結果を包含する形で最小cubature公式を与え
た．
また，Hirao et al.(2011)を一般化し，有限群の軌道を基にした「コーナーベクトル法」と呼ばれる新たなcubature公
式の構成法を与えたことにより，高次の多項式モデルに対して最適計画を構成できる．また，古典的デザイン等を用い
たcubature公式をより少ない構成点のcubature公式に再構成する手法も与えた．

研究成果の概要（英文）：We consider a novel type of cubature formulas called operator-type cubature 
formulas. We give a lower bound for the number of points needed, and discuss analytic conditions for 
equality, together with tight illustrations for Laplacian-type cubature.
On the other hand, we also consider constructing classical cubature problems of higher degree cases. We 
provides a systematic treatment of a group-theoretic approach for constructing classical cubature 
formulas and designs. Moreover, we give a method of reconstruction of formulas via combinatorial designs.

研究分野： 数学
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 数値積分法の一つである cubature公
式（立体求積公式, 求積公式）は，Gauss, 
Chebyshev 等の名を冠する公式が知ら
れているように古くからその構成問題，
及びその公式を用いた応用が数値解析を
筆頭に諸分野において研究されてきた．
しかしながら，cubature 公式の構成問題
に関しては，被積分関数となる多項式が
高次数の場合，また，多変数の場合にお
いて，その具体的な構成法はあまり進展
していない状況であった． 
研究開始当初の時点において，申請者ら
の研究（Hirao-Sawa（2009），Bannai et 
al.（2010））で示した Gauss 積分や球上
の Jacobi 積分などの応用上重要な積分
クラスに対する cubature 公式と代数的
組合せ論における多重同心球面上に配置
される重み付き点集合（ Euclidean 
design）との関係性から，代数的組合せ
論において未解決であった奇数次数に対
する Euclidean design を構成するため
に必要な点の個数の下界を決定すること
に成功したこと，さらには奇数次数にお
いて球面対称性をもつ幾つかの積分に対
して cubature 公式を構成するために必
要な点の個数の下界を改良に成功してい
たことが，この統合的視点での更なる
cubature 公式の構成問題を研究を行う
本テーマでの動機付けとなった． 
 
(2) 球や球面を実験領域とする統計解析
は，球形構造を持つ生物の解析や地球内
部及びその表面における自然現象を調査
する場合などに用いられる．その際，観
測対象の特徴を上手く抽出するために，
どこで・どれだけ観測を行なえば良いの
かを具体的に決定する方法（最適計画法）
が必要とされる． 
Kiefer（1961）は，球や球面上の多項式
回帰モデルに対する最適計画が，ある多
重同心球面上の積分に対する cubature 
公式を構成する点配置に観測点を取れば
良いこと，すなわち，ある条件下での
Euclidean design が最適計画となること
を示唆した論文である．しかしながら，
同論文内でも述べられているように，
cubature 公式の構成法が上にも挙げた
ようにあまり知られていないことから，
具体的な最適計画の構成法に関する研究
もこれまであまり進展していない状況で
あった． 
 
2．     研究の目的 
本研究テーマでの目的は次の(1), (2)であ
る． 
(1) 原点を中心とする多重同心球面上の
積分に対する cubature 公式の構成問題
を進展させること．多重同心球面上の積
分に対する cubature 公式の点の構造に

関する普遍的特徴を抽出し，一般的な球
面対称性を持つ積分に対する構成法の開
発を目指す．特に少ない点の個数で構成
される多重同心円上の積分に対する
cubature 公式の構成法，また cubature
公式の一般化の提案をする． 
 
(2) 多重同心球面上の cubature公式の構
成法を球及び球面上の最適計画の構成問
題への応用を目指す．Hirao et al.(2011)
において着目した Weyl 群(の部分群)の
軌道として点を選ぶ方法を一般化し，3
次多項式モデルの最適計画法へと応用す
る． 
 
3. 研究の方法 
(1) 円対称性を持つ積分に対する
cubature 公式, 及び円盤上を実験領域と
する最適計画の構成問題は，ある多重同
心円上の cubature 公式の構成問題と同
値である．Moller(1979)により，cubature
公式の構成に必要な点の個数の代数的下
界が示され，それを達成する cubature
公式（最小 cubature 公式）の存在問題
はこれまで数多く研究されてきた．申請
者はこれまでに Bannai et al.(2010)など
において，この 2 次元における最小
cubature 公式の幾何的構造及び直交多
項式の零点に関する調査を行なってきた．
特に Bannai et al.(2012),, Hirao-Sawa 
(2012)で用いた多重正多角形を用いた点
配置を基にした公式の構成問題を扱って
きた．一方，Shamsiev(2006)は，通常の
cubature公式ではなくLaplace作用素を
考慮した cubature 公式に対し同様の点
配置を用いて点の少ない cubature 公式
の構成法を提示している．そこで我々は
Shamsiev のアイデアをもとに一般次元
における作用素型 cubature 公式を定義
した上で，その公式を構成するために必
要な点の個数の下界や構成法をこれまで
の研究で得た知見を基に調査する． 
 
(2) 申請者は B 型 Weyl 群の部分群の軌
道として点を選ぶことにより，多重同心
球面上の cubature 公式の構成法を提案
した．この方法を用いると低次数，低次
元における最小 cubature 公式を含む数
多くの cubature 公式を構成することが
可能であることを Hirao et al.(2012)に
おいて示した．そこで群の選び方や軌道
の起点の選び方，そのパラメータの選択
方法をを改良することや，積分の再生核
に関する情報から点配置に関する幾何的
性質を抽出することにより，さらに高次
元，高次数における cubature 公式の構
成法を与える． 
 
４．研究成果 
(1) 作用素型cubature公式という新たな



概念を提案することで，被積分関数であ
る多項式が偶数時数における必要な点の
個数に関する代数的下界を与えることに
成功した．さらにそれを達成する点の少
ない cubature 公式を構成することに成
功した． 
また，almost tight と呼ばれる構造を持
つ場合や，高次数における非存在性を示
すことに成功した． 
 
(2) 有限群の起動を用いた構成法として，
「コーナーベクトル法」を提案した．特
に B型 Weyl 群の場合においては，古典的
デザイン理論を組み合わせた点の数をス
リム化する方法も同時に与えることに成
功している．それ以外の Weyl 群に関して
もコーナーベクトル法を用いて構成でき
る最適計画の多項式モデル次数の決定や，
数々の構成例を提示した．さらに現在は
コーナーベクトル法をさらに改良した方
法も考察しており，今後の研究の進展が
期待される． 
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