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研究成果の概要（和文）：トーラス上の 4-連結グラフのハミルトン性については，Nash-Williams と Grunbaum
 の予想の解決が重要な課題となっている．本研究では，この予想の解決を目指し，様々な結果を得た．例え
ば，「既存の証明手法であるTutte 閉路(道) を改良する」ことは研究開始時に予定していた方法の一つである
が，実際にこの改良に成功しており，それを用いていくつかの結果を得ている．また，もう一つの方法であった
「グラフのタフネス」との関係に関する結果も示している．
また，それ以外にも関連した構造について様々な結果を得ており，論文・講演という形で公表を行っている．

研究成果の概要（英文）：Since a well-known conjecture due to Grunbaum and Nash-Williams, the 
Hamiltonicity of 4-connected graphs on the torus has been attracted by many researchers. In this 
work, I have had attempt to solve this conjecture, and obtained several results. 
For example, I posed ``to improve a known method, so-called Tutte cycle (or path)'' as one of the 
main target in this work. In fact, I have succeeded this and obtained some results using an improved
 Tutte cycle. I also gave some other results on the toughness of graphs, which I also posed when 
this work began. 
I also obtained several other results, which have been presented as academic articles or talks in 
conferences.

研究分野：離散数学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

グラフとは，頂点集合と辺集合（頂点集合の
二元部分集合族）からなる構造として定義さ
れる．グラフの全ての頂点をちょうど一度ず
つ通る閉路をハミルトン閉路と呼び，ちょう
ど一度ずつ通る道をハミルトン道と呼ぶ．グ
ラフを平面グラフなどトポロジカルな閉曲
面上のものに限ると，ハミルトン閉路等の問
題は四色定理とも関わりを持つため，1956 

年の Tutte による「任意の 4-連結平面グラ
フはハミルトン閉路を持つ」という結果をは
じめとした様々な研究が行われてきた． 

 

２．研究の目的 

上で述べたように，閉曲面上のグラフのハミ
ルトン性は常にグラフ理論の研究の中心の
一つであった．特に，この分野では 40 年以
上未解決であった「任意の 4-連結なトーラス
上のグラフはハミルトン閉路を持つ」という 

Grunbaum と Nash-Williams の予想の解
決が強く望まれている．他の閉曲面上のグラ
フや他の条件下でのハミルトン性など，関連
する研究なども通して，この予想の解決が本
研究の目的である． 

 

３．研究の方法 

私は研究開始時までに「(1) 既存の証明手法
である Tutte 閉路(道) の改良」と 「(2) タ
フネスがちょうど 1 であるグラフの攻略」と
いう，異なった 2 つの方向性で研究を行って
おり，予想の解決のため，それら 2 方向のさ
らなる改良とその融合を目指していた． 

 
４．研究成果 
(1) 上の研究の目的項で述べた 2 つの方向
性のうち，「(1) 既存の証明手法である Tutte 

閉路(道) の改良」について実際に改良に成功
しており，それを用いていくつかの結果を示
し て い る ． 例 え ば ， Grunbaum と 

Nash-Williams の予想はトーラス上のグラ
フについてのものであるが，それより種数が
一つ少ない閉曲面である射影平面上のグラ
フに対して，「ハミルトン閉路が存在する」
という性質よりも強いハミルトン性が成り
立つことを，Tutte 閉路の議論の改良によっ
て論文⑪ で示した．また，トーラス上のグ
ラフに対しても，仮定を「5-連結」と強めた
場合の結果も論文⑤ で示している． 

 

(2) タフネスに関する研究も同時に行ってい
る．ハミルトン道は最大次数が 2 以下の全
域木ととらえることができるが，この意味で
条件を緩和した，「最大次数が k 以下の全域
木」である全域 k-木についても，タフネスと
関連があることが指摘されており，同様の研
究が盛んに行われている．この点に注目し，
論文⑩ では，タフネスと次数制約のある全
域木との関連についての結果を示した． 

 

(3) Tutte 閉路(道) の改良を目指すため，閉

曲面上のグラフに限らず，もっと多様なグラ
フクラスに関しての Tutte 閉路の研究も行
っている．特に，本研究期間中には，完全 2

部グラフ K_{1,3} を誘導部分グラフとして
含まないグラフと定義される，クローフリー
グラフに注目した．クローフリーグラフにお
いては，「任意の 4-連結クローフリーグラフ
は ハ ミ ル ト ン 閉 路 を 持 つ 」 と い う ，
Grunbaum と Nash-Williams の予想に類
似した予想が知られている．論文⑨ では，
上記のハミルトン閉路に関する予想と，クロ
ーフリーグラフ上の Tutte 閉路の存在性に
関する予想の同値性を示し，平面グラフとの
類似性を指摘している．また，論文⑫ で類
似の問題を扱っている． 

 

(4) 閉曲面上のグラフのハミルトン性につい
て 「全頂点を通る」という性質に注目した，
全域歩道に関しての結果を論文⑬ で示して
いる．この論文では，適化の分野で提唱され
た整数計画問題の線形緩和度に関しての問
題に肯定的な解決を与えている． 

 

(5) 閉曲面に埋め込めるグラフの族は禁止マ
イナーによって特徴付けられるため，適当な
グラフ H をマイナーとして禁止したグラフ
の族に注目が集まっている．論文③ では，H 

が完全 2 部グラフ K_{2,4} の場合に注目し，
そのようなグラフを禁止マイナーとするグ
ラフ族の特徴づけを与えている．その特徴づ
けによって，グラフのハミルトン性の結果も
系として得られる． 

 

(6) 閉曲面上のグラフのハミルトン性は，4

色定理の証明への試みから始まっているな
ど，この問題とグラフの頂点彩色性とは，深
い関係があることが知られている．この点に
注目し，幾何的な性質も同時に考えることで， 

閉曲面上のグラフの彩色性に関しての結果
も論文①，④，⑦ で示している． 

 
(7) その他，閉曲面上のグラフに関しての，
完全マッチング，全域木，全域 Halin 部分
グラフなどの関連構造についての結果を，論
文②，⑥，⑧ で得ている． 
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