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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は, 超幾何積分と量子パンルヴェ系の関係を明らかにし, 量子パンルヴェ系に
対する一つの研究基盤を確立することであった. 本研究では超幾何積分の系列を適切に定義することによって, その超
幾何積分たちを特殊解に持つシュレディンガー方程式を導出することができ, その古典極限としてのハミルトニアン系
を得た. 得られた古典ハミルトニアン系は超幾何積分を特殊解に持つことも示すことができた. 本研究の成果により, 
超幾何積分とハミルトニアン系の関係が研究開始当初よりも明らかにされた.   

研究成果の概要（英文）：Our aim was to establish an understanding of a relation between hypergeometric 
integrals and quantum Painleve systems. In this project, we constructed Schrodinger equations from 
hypergeometric integrals defined appropriately. Taking classical limit of those Schrodinger equations, we 
obtained Hamiltonian systems admitting hypergeometric integrals as special solutions. Our result give an 
understanding of a relation between hypergeometric integrals and Schrodinger systems.

研究分野： 可積分系

キーワード： 超幾何積分　パンルヴェ系　共形場理論
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超幾何積分の系列から得られるシュレデ
ィンガー方程式が量子パンルヴェ系であ

 

量子パンルヴェ系及びモノドロミー保存変
形と超幾何積分の関係を明確に理解するた

本研究計画では以下の研究項目を予

シュレディンガー方程式を計算すること
が望める超幾何積分の系列を定義する.  



①藤・鈴木・津田による高階パンルヴェ
系の量子化が特殊解として持つ超幾何積
分の系列を参考にする. この超幾何積分
の系列の一番目は一般超幾何級数の積分
表示を用いて構成されるもので, 対応す
る有理的ドラームコホモロジー群の基底
を並べてベクトルにしたものと量子パン
ルヴェ系の正準座標（位置座標）を並べ
てベクトルにしたものの内積になってい
る. また, 一般超幾何級数はリジッドな
フックス型方程式の解であり, リジッド
なフックス型方程式の解は超幾何積分を
用いて表示されることが知られている. 
これらの超幾何積分は1 にゲージ変換と
オイラー変換を交互に作用させていくこ
と で 得 ら れ る も の で あ る
(Haraoka-Hamaguchi, Math. Ann. 2012). 
逆に 1 にゲージ変換とオイラー変換を
交互に作用させて得られる超幾何積分は
リジッドなフックス型方程式の解にな
る. 
これら二つの事実を鑑みると, 超幾何積
分としては1 にゲージ変換とオイラー変
換を交互に作用させていくことで得られ
る超幾何積分を採用し, シュレディンガ
ー方程式を得るための超幾何積分の系列
を定義するためには系列の一番目を超幾
何積分に対応する有理的ドラームコホモ
ロジー群の基底を並べてできるベクトル
と個数が有理的ドラームコホモロジー群
の次元と同じである不定元 q たちを並
べてできるベクトルの内積を取れば良い
ことが予想される.  
 
②超幾何積分の系列の二番目以降を定義
するためには, これも藤・鈴木・津田に
よる高階パンルヴェ系の量子化が特殊解
として持つ超幾何積分の系列を参考にし
て, 一番目の超幾何積分のコピーをひね
って定めれば良いことがわかる. ここで
ひねるとは単に超幾何積分を掛算するの
ではなく のルートに由来する結合項
を加えながら積分を定めるということで
ある.  
 

(2) 超幾何積分の系列を計算し, シュレディ
ンガー方程式を得る. この段階では, 超
幾何積分が計算できうる有理的ドラーム
コホモロジー群の基底を調査する. そし
て得られた基底を用いてシュレディンガ
ー方程式を得る計算を行う.  
 

(3)  超幾何積分から得られるシュレディン
ガー方程式が存在することの証明.  
(1)①,②で得られた結果を参考にして一
般の場合に超幾何積分が機能的に計算で
きる有理的ドラームコホモロジー群の基
底を構成しその基底からシュレディンガ
ー方程式が得られることを示す.  
 

(4) シュレディンガー方程式が量子パンルヴ
ェ系であることの証明. 共形場理論のKZ
方程式が Schlesinger 方程式の量子化
と見なせることと量子パンルヴェ方程式
はある表現空間 V の上の KZ 方程式をV 
のある(特異ベクトルが生成する)部分空
間で考えたものに等しいこと(H.Nagoya, 
J. Math. Phys. 2012)に注意すると, ① 
我々のシュレディンガー方程式とある表
現空間の上の KZ 方程式をある部分空間
で考えたものは等しいことを示し, ② 
そのある部分空間上の KZ 方程式の古典
極限はパンルヴェ系であることを示せば
良い. ①, ② を証明することを目指す.  

 
４．研究成果 
(1)最初の研究成果として, 以下のスペクト
ルタイプのフックス型方程式の解になる超
幾何積分について、その有理的ドラームコホ
モロジー群の基底の候補を求めた. 
 
① ( ), ( ),( )  
② ( ), ( ), ( ) 
③ ( ), ( ),( ) 
 
次に, ゲージ変換は任意に行いオイラー変
換を2回施してできる二重積分に対する有理
的ド・ラームコホモロジー群の基底の候補を
求めた.  
 
(2) (1) の結果に基づいて超幾何積分の系列
を定義し, 計算することによって, それら
の超幾何積分の系列を特殊解に持つシュレ
ディンガー方程式を獲得した. さらにより
一般の場合を考察するために超幾何積分を
ゲージ変換とオイラー変換で構成する際に
常に同じ点に関するゲージ変換を施すこと
によって得られる超幾何積分の基底の候補
を計算することができた. そしてその基底
を用いて定義される超幾何積分の系列から
シュレディンガー方程式を得るためのアル
ゴリズムを与えた. 従って, 今まで知られ
ていなかった様々なオイラー型超幾何積分
を特殊解として持つシュレディンガー方程
式および古典極限を取ることによって得ら
れるハミルトニアン系を得ることができた.  
 
(3) 得られたシュレディンガー方程式があ
る表現空間の上の KZ 方程式をある部分空
間で考えたものと等しいことは簡単な場合
のみ示すことができ, 一般の場合について
は今後の課題となった.  
 
(4) 本研究の結果より,超幾何積分とハミル
トニアン系との関係が明らかにされ, パン
ルヴェ系が超幾何積分を特殊解に持つ理由
が明確にされた. 超幾何積分の拡張を考え
ることで様々な応用が考えられこの点で国
内外において波及効果を持つ研究結果であ
ると思われる. 今後の重要な課題は得られ



たハミルトニアン系が超幾何積分に付随す
るフックス型方程式のモノドロミー保存変
形を記述することを証明することである.  
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