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研究成果の概要（和文）：動く曲面上における流体の流れを支配する方程式を現象かつ理論的な観点から考察し、動く
曲面上での流体の流れがどのような支配のもとで流動し、その流れが変化していくかを数理的手法によって明らかにす
ることがこの研究の目的である。動いている(回転や併進運動をしている)曲面上の流れの持つエネルギーに着目し、動
く曲面上の流体の流れが満たすべき関係式(支配方程式)の導出を行った。研究成果として、動く曲面上における流体の
流れが、曲面の動きおよび曲面の曲率に影響していることが理論的に証明できた。

研究成果の概要（英文）：We are concerned with the dominant equations for the motion of fluid on a moving 
hypersurface. A moving hypersurface means that the hypersurface is rotating or moving in a straight line. 
We focus on kinematic and dissipation energies to study fluid-flow on a moving hypersurface. Our results 
make us to understand that fluid-flow on a moving hypersurface depend on both the curvature and motion of 
the moving hypersurface.

研究分野： 偏微分方程式論
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１．研究開始当初の背景 

 

大気や海洋などの大規模なスケールの流体
のことを総称して地球流体と呼ぶ。地球流体
を研究する上で重要なことは、地球流体は回
転と成層の影響を強く受けるということで
ある。回転とは地球の自転のことであり、成
層とは密度成層や温度成層のことを指して
いる。そのため、地球流体の運動(流れ) は回
転パラメータと成層パラメータ(浮力[重力] 

パラメータを含む) を含む速度場、温度(分
布) 場、圧力場を連立させた非線形偏微分方
程式で記述されると考えられている(地球流
体方程式)。これまで、三次元全空間内の一般
領域(全空間、半空間、有界領域や外部領域)

における地球流体方程式の数学解析や二次
元平面に帰着させた地球流体モデルの構築
や数値解析が主に行われてきた。 

 

現象として考えて見ると(図１の上図)、地球
流体(大気や海洋) は地球表面上の大規模な
スケールの流体であり、地球表面上で考える
ことが自然である。そのため、動く球面上で
流体の流れを考察する必要がある。他にも、
変形(動き)を伴う生体膜中の流体の流れ(図
１の下図)やシャボン玉の膜中の石鹸水の流
れ(界面流・表面流)なども動いている曲面上
(内)の流れだと考えることができ、動く曲面
上の流れを考えることは重要である。 

 

動く曲面上における流体の流れの工学的な
モデルや理論物理を用いたモデルがいくつ
か考案されている。しかし、数学的に動く曲
面上における流体の流れを支配する方程式
を導出及び考察した結果は少ない。これまで、
動かない(固定された)曲面(コンパクトリー
マン多様体) 上での流体方程式の導出が微分
幾何的なアプローチや確率的な手法を用い
て行われている(引用文献①―⑤)。①、②は
流体の粘性がないもの(完全流体)を、③、④、
⑤は粘性がある流体を取り扱っている。後者
においては、その導出された固定曲面上にお
ける非圧縮性粘性流体方程式にはリッチ曲
率と呼ばれる曲率が表れている。その導出に
おいては曲面の回転運動や並進運動の影響
は考慮されていない。実際、地球は自転·公
転しているため、球面が動いているモデルを
考察する必要があり、動く曲面上における流
体の流れを支配する方程式を理論的に導出
することが求められる。 

 

動く曲面上における流体の流れを研究する
ことにより、地球流体の流れ、生体膜内の流
れやシャボン玉の膜中の石鹸水の流れなど
の様々な流体の現象を理論的に理解するこ
とが可能となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

２．研究の目的 

 

本研究の目的は、動く曲面上における流体の
流れを支配する方程式を現象かつ理論的な
観点から考察し、動く曲面上での流体の流れ
がどのような支配のもとで流動し、その流れ
が変化していくかを数理的手法によって明
らかにすることである。具体的には、解析的
手法(実解析、関数解析) と幾何的手法(計量
幾何、リーマン幾何学) を用い、回転や並進
運動をしている曲面上の流体の流れを支配
する方程式の導出し、その支配方程式の解の
存在と性質を調べることである。以下の３つ
の予想を解明することを主な研究目的であ
る。 

(１) 引用文献①―⑤で導出された固定され
た曲面上における流体方程式と同様に、
動きのある曲面上における流体の流れ
も曲面の曲率に影響されていると予想
される。また、曲面の動きに流れが影響
していることも期待され、それらを理論
的に明らかにする。 

(２) 導出した動く曲面上の流体方程式と静
止している曲面上での流体方程式の構
造の違いについて調べる。動く曲面上の
流体の流れが曲面の動きによって変化
することが期待され、それを観察する。 

(３) 曲面の曲率が緩やかでかつ曲面の動き
が極端でなければ、導出した動く曲面上
での流体方程式は解をもつと予想され、
その予想を明らかにする。 

 

３． 研究の方法 

 
実解析、関数解析、リーマン幾何学や計量幾
等の数理的手法を用いて研究を遂行してい
く。具体的には、回転運動や並進運動をして



いる二次曲面(群) 上での流体の流れについ
て考える。二次曲面(多様体) をユークリッ
ド三次元空間内に埋め込み、ユークリッド空
間の座標の立場から流体の流れを考察して
いく。曲面の動き、流体のエネルギー、流体
の粘性に着目し、動く曲面上における流体の
流れが満たすべき方程式を導出する。方法と
しては、リーマン幾何学、変分原理、計量幾
何等の数理的手法を用いて支配方程式の導
出を行い、実解析や関数解析的な手法によっ
て方程式の解の存在について調べる。上記の
研究目的(１)―(３)に対して、以下の３つの
研究を行う。 
(１) エネルギーや力のつりあいの観点から

流体の流れが満たすべき条件を調べる。
オイラー座標系とラグランジュ座標系
の両方の座標系に関して流体の流れを
考える。動く曲面をΓとし、曲面の動き
を w、曲面上の流体の流れを uとする(図
２)。それぞれが持つエネルギーや力関
係に着目し、動く曲面における流体の流
れが満たすべき方程式を導出する。また、
動く曲面上における流体の圧縮性(密度
が関数)や非圧縮性(密度が一定)に関す
る特徴づけを行う。 

(２) 動きのない曲面上の流体方程式と動く
曲面上の流体方程式の構造の比較を行
う。また、引用文献①―⑤で導出された
固定曲面上の流体方程式と導出した方
程式との比較を行う。 

(３) 流体の持つエネルギーに着目し関数空
間を設定し、その関数空間内での方程式
の可解性を調べる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
４．研究成果 
 
数理的手法を用いて、動く曲面上における流
体の流れを支配する方程式を導出すること
ができ、動く曲面上における流体の流れが曲
面の曲率および曲面の動きに依存している
ことを理論的に証明することができた。この
研究成果から、地球流体の流れやシャボン玉
の膜中の石鹸水の流れなどの動く曲面上の
流体の流れ(表面流)を考慮しなければなら
ない様々な流体の現象の解明につながるこ
とが期待できる。 
上記の(１)―(３)に対し以下の研究成果を
得た。 
 

(１) 非粘性非圧縮性流体、粘性非圧縮性流体、
非粘性圧縮性流体、粘性圧縮性流体の４
つの流体に分類し、それぞれの流体に関
して動く曲面上の流体方程式の導出を
行った。また、外力や重力下での動く曲
面上における流体の流れについての研
究も行い、外力や重力下で動いている曲
面上の流体の流れが、曲面の動き、曲面
の曲率や重力・外力に依存していること
も確認できた。また、動く曲面上の流体
に関する非圧縮性条件等も得られた。 

(２) 動きがない曲面上の流体方程式と動き
のある曲面上の流体方程式は構造が異
なることが確認できた。固定曲面上の流
体の流れは曲面の曲率に依存しており、
動く曲面上の流体は曲面の動きと曲率
の両方に依存していることが確認でき
た。動く曲面上における流体の圧力に関
しても考察を行い、曲面の動きを制限す
ることによって、支配方程式内の圧力の
式の形が変わることが観察できた。 

(３) 導出した動く曲面上に流体方程式の解
の存在性に関しては、特殊な条件を課す
ことで解の存在性はいえるが、より一般
的な場合に関して考察する必要があり、
今後のさらなる研究が必要である。 
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