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研究成果の概要（和文）：結晶成長のような形態や形状の変動現象を記述する非線形拡散型方程式を中心に、時
間発展型偏微分方程式に対して、さまざまな数学的手法を融合し、解の存在・一意性問題を示し、解の挙動を解
明しました。特に、特異構造を持つ方程式や、特異点を許す形状を許容するような新たな解概念を確立し、実際
の現象を記述するのに便利な数学解析の基礎を構築しました。これらの基盤的成果により、例えば今まで計算す
ることが難しかった結晶表面の衝突する渦巻の計算を可能にしました。

研究成果の概要（英文）：We prove the existence and the uniqueness of a solution and clarify its 
behavior for evolution equations mainly nonlinear diffusion equations describing evolution of 
patterns and shapes like crystal growth phenomena. We introduce new notions of a solution which 
allows shape with singularities for equations having singular structure. We thus establish 
foundation of mathematical analysis which easily describes real phenomena. Based on these 
fundamental results, we are able to numerically calculate phenomena which had been difficult to 
calculate, for example, phenomena of colliding spirals on surfaces of crystals.

研究分野：非線形解析学　非線形拡散型偏微分方程式の数学解析

キーワード： 非線形非局所的拡散　粘性解　バリフォールド　薄膜極限

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　偏微分方程式は、諸現象記述に便利ですが、現象に忠実であろうとすると、入力を倍にしても出力が倍になら
ない非線形であることが多くなります。本研究で扱う問題は主に時間発展型の方程式で、非平衡現象に対応して
おります。さらに、非局所的効果を持つものです。このような問題は従来の解析では扱えませんでした。本研究
の成果は、分数階微分方程式、クリスタライン平均曲率流方程式、ナヴィエ・ストークス方程式を中心に、粘性
解の理論や実解析の理論を発展させ、非線形解析学を発展させました。
　また、結晶表面の成長メカニズムの一つである渦巻成長について、その新しい数値計算法を与え、結晶成長学
の基礎の見直しにつながりました。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
形状の変動を数学的に解明するには、いわゆる「特異構造」がどのようにして形成されていく
かを把握することが重要な鍵になります。特異構造の例として、ちぎれる液滴や、結晶表面に現
れる衝突する渦、また結晶の強い異方性を反映したファセットと呼ばれる平らな面などが挙げ
られます。 
 特異構造を含む場合、接線や曲率を古典的な意味で定義できないことが多いので、偏微分方程
式の古典解だけを用いるのでは不十分です。解概念の拡張が必要になります。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、特異構造が支配する非線形性の強い拡散型方程式に対して、微分可能とは限らな
い解「弱解」の概念を導入し、問題の数学的適切性や、解の特性を調べ、形態の変動を解析しま
す。方程式自体に特異点があるような特異拡散方程式、例えばクリスタライン平均曲率流方程式
を研究対象とします。諸モデル間の関係を明らかにするとともに、結晶成長分野、流体力学分野
等への応用を目指します。このために、最先端の粘性解析、変分解析、関数解析、漸近解析、実
解析をさらに深化させます。 
 
３．研究の方法 
 個人研究と、国内外共同研究者との共同研究を主体とします。国際ワークショップ、学際的国
際会議およびチュートリアルセミナーを開催し、研究者ネットワークを強化して行いました。 
国際会議開催例：  
(i) Summer School on Multiscale and Geometric Analysis（平成 27 年度） 
(ii) Mathematics for Nonlinear Phenomena: Analysis and Computation（平成 27年度） 
(iii) Mathematical Aspects of Surface and Interface Dynamics Ⅷ, Ⅹ, 12, 14, 16（平成
26 年度、27 年度、28年度、29年度、30年度） 

(iv) Emerging Developments in Interfaces and Free Boundaries（平成 28年度） 
(v) Geophysical Fluid Dynamics（平成 29 年度） 
(vi) Advanced Developments for Surface and Interface Dynamics - Analysis and 
Computation（平成 30 年度） 

(vii) The Role of Metrics in the Theory of Partial Differential Equations（平成 30 年
度） 

 (i), (ii), (vii) は分担者と協力して北海道大学にて開催しました。また (iii) は東京大
学で結晶成長学者らと毎年開催しました。また (iv), (v) はドイツのオーバーヴォルファハに
ある数学研究所 MFO に申請して採択された研究集会で、(vi) はカナダのバンフにある研究所
BIRS に申請して採択された研究集会です。(vii) は日本数学会に申請して採択された国際研究
集会です。 
これらの国際会議を通じてさまざまな課題を研究してきました。特に薄膜問題に焦点を当て、
分担者との議論のもと、研究協力者と動く薄膜上での拡散方程式についての薄さゼロの特異極
限について研究しました。 
 
４．研究成果 
典型的な成果は次のとおりです。拡散現象のような消散現象を記述する方程式はさまざまで
すが、本研究では特に、非局所的拡散に焦点を当てました。異常拡散ともいわれています。この
ような方程式の例として、汚染物質の地中への拡散を記述する分数階時間微分を持つ拡散方程
式や、ファセットと呼ばれる平らな面を持つ結晶成長を記述するクリスタライン平均曲率流方
程式があります。これらについて、解の存在、一意性といった基礎理論を、適切な解概念を導入
することにより確立しました。また、粘性という消散効果がある流体力学の基礎方程式であるナ
ヴィエ・ストークス方程式に対して、その線形化部分の平滑化効果に対して新しい知見を得まし
た。また、形態形成の問題で重要となる解の時間無限大での挙動という問題では、ハミルトン・
ヤコビ方程式のような拡散効果がない方程式についての解の挙動は拡散型方程式よりしばしば
難しいのですが、そのような方程式についても解の挙動を解明しました。これは結晶表面の成長
メカニズムの説明にも役立っております。解析学ではいつも極限問題が重要ですが、薄膜上の方
程式の解が厚さをゼロにした時の極限を求めるといった特異極限の問題に対しても成果をあげ
ています。 
 ５つのテーマに分けてより詳しく述べます。 
(1) 非線形非局所的拡散に特徴的な構造の解析：時間発展現象を記述する偏微分方程式の中で、
その解の時間変化率が局所的な量ではなく全体の場によって決まる非局所的効果があるものが、
近年注目を集めています。結晶成長現象を記述する強い異方性を持った曲率流方程式、特にその
定常形が凸多角形や凸多面体になるクリスタライン平均曲率流方程式が典型例です。また、地中
の汚染水の拡散現象を表す分数階時間微分方程式や、流体力学のナヴィエ・ストークス方程式も
その例です。駆動力付クリスタライン平均曲率流方程式は、結晶成長形を記述する方程式として
重要ですが、駆動力が空間的に非一様な場合の解の形状は、曲線の運動の場合もよくわかってい
ませんでした。それに対して、平らな面（ファセット）が分裂する様子がわかる形状変化を提唱
し、それが抽象論で見つけられている一意解に他ならないことを示しました。また分数階時間微



分方程式について新たに粘性解的考察を行うことにより、連続な一意解の構築もできるように
なりました。これは１階線形方程式の場合でも新しい結果です。分数階時間微分方程式について
は、拡散型のほか、波動型も重要です。これについては変分法的解析により、一意存在定理のよ
うな基盤的な理論を整備しました。さらにナヴィエ・ストークス方程式の線形化部分に対応する
解作用素であるストークス半群について、Lpヘルムホルツ分解できない領域について有界関数
の空間での解析性を示しました。この論文は Editor's choice として表彰されました。さらに Lp

での解析性も示し、従来の定説を覆しました。 
(2) 特異構造を許す概念の定式化：クリスタライン平均曲率流方程式は特異性が強く、その解
の形状の時間変化は非局所的な量で決まります。特異２階曲率流方程式の典型例です。曲面の場
合は、適切な解概念を構築することが大きな問題で、曲線の場合の研究代表者らの結果以来 15
年以上未解決問題でした。これに対して、関数解析の極大単調作用素論を粘性解析に取り入れる
ことにより、曲面のクリスタライン平均曲率流方程式に対して等高面法を確立しました。これに
より、どんな曲面から出発してもクリスタライン平均曲率流方程式によって動く広義解が時間
大域的に一意的に構成できるようになりました。この研究はのちに曲面だけではなく一般の高
次元の超曲面の場合に拡張されました。そこでは集合をよりクリスタライン曲率を測りやすい
集合で近似することが鍵となっています。一方、平均曲率流方程式に対しては、相が多くある場
合について、特異点を許す変分解析的に得られるバリフォールド解を構成しました。多相問題に
ついて一般的な結果として最初のものです。 
(3) 形態の安定性と漸近挙動の解析：平らな結晶表面の成長機構の一つである 2 次元核生成の
数理モデルは、駆動力付の等高面曲率流方程式に核生成による外力項がつけられた方程式と解
釈できます。水平方向への伝播と垂直方向に一定の量の結晶の種が供給されるという法則です
が、このときの結晶表面の成長速度は、方程式の解の漸近速度と捉えられます。この成長速度は
ハミルトン・ヤコビ方程式の場合と大きく異なることを示しました。これまで注目されてこなか
った新しい現象の発見です。ハミルトン・ヤコビ方程式については、その長時間挙動を考える場
合、いわゆる加法的固有値問題あるいはセル問題の解を求めることにより、解の漸近的速度とそ
の形状が決まります。このセル問題の解は一意ではありませんが、エルゴード問題を考えること
により解の存在が示せます。しかし、エルゴード問題の極限を取る場合、その解の収束は従来は
部分列収束に留まっていました。極限問題の解の一意性がない場合は、部分列を取らずに収束す
るかどうかは、この研究計画を開始する時点では不明でしたが、それが力学系の理論を通してい
えるようになってきました。そこで周期境界条件の場合にわかっていた結果をノイマン境界条
件の場合に拡張しました。それによりノイマン境界条件の場合にも部分列を取らずに収束する
ことがわかりました。実質的な境界条件のある場合の最初の結果でした。 
(4) モデル相互の関係と近似法との確立：クリスタライン平均曲率流方程式の解の一意存在問
題は②項で述べましたが、その解は実は滑らかな異方的平均曲率流の解で近似できることを示
しました。この近似法により解が構成されています。物理的には極めて自然な結果ですが、これ
を数学的に厳密に示すことは自明ではありませんでした。次に、薄膜で例えば熱方程式を考えま
す。細胞膜のようなところで熱拡散が起こっているような状況を考えるとわかりやすいです。表
面では熱流の出入りはないとします。このとき曲面の厚さをゼロにしたら、元の問題の解は何に
収束するでしょうか。そもそも収束するでしょうか。これについて、収束極限を特徴づける方程
式を導出しました。もちろん膜が動かないときはよく知られていましたが、動くときは自明では
ありません。これについて形式的にですが、極限方程式を導きました。熱方程式の導出のエネル
ギー原理と薄膜極限を取るという操作が可換であることを示しました。なお、熱方程式の場合は、
研究協力者により厳密な導出もなされています。薄膜の厚さをゼロにしたときに方程式の解が
どうなるかという問題は、特異極限の問題として典型的です。ラプラス作用素の固有値がどうな
るかといった問題も、境界条件によっては易しくありません。これについても成果をあげていま
す。ただ、固有値ではなく解がどう収束するかという問題のほうが、より難しい問題であります。 
(5) 科学技術諸分野への応用と新たな問題探索：結晶成長の一つのメカニズムである渦巻成長
の成長速度について、結晶成長学における定説を改める必要があることを、変形等高面法の数値
計算により示しました。従来の計算法では、複数の渦巻が共存し、衝突する場合の扱いは困難で
したが、この変形等高面法により容易になりました。その結果、従来の基礎理論の見直しが必要
であることを明らかにしました。一方、常微分方程式の理論を応用する形で、ショウジョウバエ
の角膜の微細な形状がどうしてできるかを解明しました。 
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