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研究成果の概要（和文）：波面に現れる特異点が誘導する半正定値な計量としてKossowski計量が定義される．
研究代表者は，研究分担者らとの共同研究で，計量が連接接束を誘導することを示し，その帰結として
Kossowski計量をもつコンパクト多様体上のある種のガウス・ボンネ型の定理を得た．関連する研究として，空
間曲線を与えたとき，その曲線をカスプ辺にもち，同じ第一基本形式をもつ実解析的写像が，一般に4個存在す
ることを示した．部分多様体への応用としては，小林曲面と呼ばれる極大曲面のクラスを発見し，その曲面族は
折り目特異点を経由して，時間的曲面への実解析的延長をもち，平面上の零平均曲率のグラフとして表されるこ
とを示した．

研究成果の概要（英文）：Kossowski metrics characterize the singularities appeared on wave fronts. We
 (the head investigator and his research group) investigated global properties of them. In 
particular, we showed that Each Kossowski metric induces a unique coherent tangent bundle. Using 
this, two Gauss-Bonnet type formulas were  obtained. Also, we showed the existence of four distinct 
cuspidal edges along a given space curve with the same first fundamental form in Euclidean 3-space. 
On the other hand, using analytic extension formula along fold singularities, we construct several 
families of real analytic entire zero-mean curvature graphs of mixed type in  Lorentz-Minkowski 
3-space. 

研究分野：微分幾何学

キーワード： 微分幾何学　曲面　超曲面　特異点　極大曲面
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は，ここ数年の研究代表者の特異点をもつ曲線・曲面の研究の 継続・発展である．特異点論では従来，
主に特異点の微分位相幾何学的な性質を研究してきましたが，本研究は「特異点にも曲がり具合を測る新たな不
変量を導入し，特異点の微分幾何学的な解明」を目標としております．研究代表者等の研究を契機に，最近では
特異点の研究者との研究交流も頻繁になされるようになり，今後，研究が進展すれば，幾何とトポロジーに新し
い分野をもたらす可能性があり，国内外の関連する分野の研究者に大きな活力を与えると思われます．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
筆者等の研究以前には「3 次元双曲空間の平坦な曲面」，「３次元時空の極大曲面」などは完備
な例が自明なものしか存在しないという理由により，ほとんど大域的な研究がなされていなか
った．研究代表者等は論文 
 
M. Kokubu, M. Umehara and K. Yamada, Flat fronts in hyperbolic 3-space, Pacific J. Math.  
216 (2004), 149--175.  
M. Umehara and K. Yamada, Maximal surfaces with singularities in Mikowski space, 
Hokkaido Math. J. 35 (2006), 13--40. 
 
において，これらの曲面の研究対象を特異点を許す適切なクラスに設定することで３次元 
Euclid 空間の極小曲面に対する Osserman の不等式の類似が得られ，等号成立は「曲面の各
エンドが遠方で埋め込みであること」と同値であることを示した．さらに研究代表者は，連携
研究者の佐治と研究分担者の山田との共同研究 
 
K.Saji, M. Umehara and K. Yamada, The geometry of fronts, Ann. Math.169 (2009), 
491--529. 
 
を契機に，特異点自体の微分幾何学的性質に興味をもち，曲面および超曲面に現れる特異点の
近傍におけるガウス曲率や断面曲率の振る舞いについて研究を行ってきたが，研究が進むにつ
れて特異点の第一基本形式だけから決まる内在的な性質の重要性を強く認識するようになった．
応用面では，３次元時空における空間的極大曲面の特異点と時間的曲面への解析的な拡張とが
密接に関係しているなど，多くの新しい特異点論と微分幾何学との関係を発見しつつあった． 
 
２．研究の目的 
本研究は，ここ数年の筆者の特異点をもつ曲線・曲面・超曲面の研究の継続発展である．特異
点論では従来おもに，特異点の位相幾何学的な振る舞いに注目してきたが，本研究では特異点
に曲がり具合を測る新しい不変量を導入し，微分幾何的な側面から特異点を研究することを目
標とする．本研究では国内外の研究者と協力しつつ，離散曲面など従来の特異点論や微分幾何
の枠からこえた最近の先進的な研究も視野に入れつつ以下の３つのテ－マについて研究を行う． 
1．曲面および超曲面に現れる特異点の微分幾何学的研究， 
2．特異点を視野にいれたガウス曲率一定曲面および平均曲率一定曲面の研究， 
3．平面単純閉曲線の４頂点定理の現代的解釈と３次元球面の平坦曲面への応用， 
これら 3つのテーマは，相互に有機的に結びついている．各テーマについて年度ごとに目標を
設定し段階的に最終目標の達成をめざす． 
 
３．研究の方法 
以下，研究目的の欄に記した 3つのテーマごとに研究の方法を記す． 
 
[1] 曲面および超曲面に現れる特異点の微分幾何学的研究 
(1-a)これまでの研究代表者等の共同研究で，波面の A_k 型(k=1,2,3,...)の特異点を識別する
有用な判定条件を与えた．その応用として A_k 型特異点に k-次の特異主曲率を定義すること
ができ，特に k=2 のとき特異主曲率が，周囲の断面曲率と密接な関係にあることを明らかにし
た．そのときに用いた手法を発展させて，曲面あるいは超曲面としての特異点の微分幾何学的
な性質を調べる研究を行う． 
(1-b)研究代表者は，これまでの研究で交叉帽子，カスプ辺，ツバメの尾が，線織面の場合 
には等長変形が可能であることに気づいた．この観察をふまえて，本研究では，
Cauchy-Kovalevski の定理を用いて，実解析的な交叉帽子，カスプ辺，ツバメの尾における等
長変形に関する研究を行う． 
 
[2] 特異点を視野にいれたガウス曲率一定曲面および平均曲率一定曲面の研究 
このテーマは研究代表者が長らく取り組んできたテーマであるが，特異点の研究という観点で
はリーマン幾何の枠組みよりはローレンツ定曲率空間における曲面に興味深い対象が数多く 
存在する．これをふまえて以下の事項を主たる研究目標に掲げる． 
(2-a) ３次元時空の空間的極大曲面の時間的曲面への型変化について，平均曲率一定曲面を含
む，より一般的な曲面のクラスにおいて，どのような場合に型変化が生じるのかについて，具
体例を調べて，その法則を解明する．曲面の型変化は，折り目特異点を介在するので，曲面の
特異点の研究と結びついている． 
(2-b) リーマン幾何あるいはローレンツ幾何の定曲率空間におけるガウス曲率一定曲面および
平均曲率一定曲面について，特異点を許し，ある種の完備性を仮定した場合の曲面の漸近挙動
についての解析を行う． 
 
[3] 平面単純閉曲線の４頂点定理の現代的解釈と３次元球面の平坦曲面への応用． 



研究代表者は，1996 年頃から，研究協力者の Thorbergsson と共同研究で，平面単純閉曲線の
４頂点定理について，外の空間を払拭し，１次元球面 S^1 の上に単純な公理を設けて，この種
の定理群の統一的な解釈を与えた．またこの種の定理の類似として，研究代表者は当時修士の
学生だった村田氏との共同研究において Euclid 空間のある種の完備性を備えた平坦曲面につ
いて，ツバメの尾が最低４個生じる，とういう形の定理を示した．本研究では，従来の研究代
表者のこの方面の研究を継続するとともに，応用として３次元球面の平坦な曲面であるクリフ
ォード・トーラスの剛性に関する問題について，この方面からのアプローチを試みる． 
 
４．研究成果 
 
[1] 曲面および超曲面に現れる特異点の微分幾何学的研究について： 
1．研究代表者は，研究分担者らとの共同研究で 2次元多様体上に Kossowski 氏が与えた半正
定値計量に「Kossowski 計量」という名前をつけて，それが，筆者等が以前に導入した連接接
束を一意的に誘導することを証明した．その応用として多様体がコンパクトになるとき，そこ
にガウス・ボンネ型の定理が成り立つことを示した（文献 15）．さらに上記の研究の高次元版
として，n-次元多様体の Kossowski 計量を定義し，この計量が，多様体上に連接接束を誘導
することを示した．その帰結としてコンパクトな偶数次元の多様体上の Kossowski 計量につ
いて，ある種の高次元のガウス・ボンネ型の定理を得ることに成功した（文献 12）． 
2．ところで Kossowski 計量は，波面に現れる特異点の第一基本計量に対応するが，曲面に現
れるもっとも代表的な特異点である交叉帽子の第一基本形式は Kossowski 計量にはならない．
そこで，研究代表者は特異点を特徴づける半定値計量として Whitney 計量を新しく定義した．
さらに, この計量のもとで，コンパクトな２次元多様体に関するガウス・ボンネ型の定理を証
明した（文献 15）．さらに実解析的なWhitney 計量を与えると，３次元 Euclid 空間内の交叉
帽子が存在し，その第一基本形式が，最初に与えたWhitney 計量と同じテイラー展開をもつこ
とを示し，応用として，交叉帽子特異点の可算個の内的不変量の構成を行った（文献 3）．  
3．研究代表者は，研究分担者らとの共同研究で，一般型のカスプ辺の等長変形の自由度に関
する研究を行った（文献 14）．また，その発展としてさらに，ツバメの尾の等長変形問題に取
り組みKossowsk計量のEuclid空間への実現問題についてそのモジュライ空間も含めて十分な
解明が進み論文にまとめ投稿した．さらに，空間曲線を与えたとき，その曲線をカスプ辺にも
ち，同じ第一基本形式をもつ実解析的写像が，一般に 4個存在することを示し，論文にまとめ
て投稿した． 
 
[2] 特異点を視野にいれたガウス曲率一定曲面および平均曲率一定曲面の研究 
１．研究代表者は，研究分担者らとの共同研究で，小林曲面と呼ばれる極大曲面のクラスを発
見し，その曲面族は時間的曲面への実解析的延長をもち，平面上の零平均曲率のグラフとして
表されることの証明に成功した（文献 11）．研究代表者は，応用数理学会の総合講演で，関連
した研究成果について研究発表を行った． 
研究代表者は研究分担者らとの共同研究で，一般の実解析的なローレンツ多様体の平均曲率が 
零でない一定の超曲面は，空間的なものが時間的なものに型変化を決して起こさないことを証
明した（文献 9）．これは零平均曲率の場合とは全く異なる興味深い結果である． 
２．また，その応用として，研究代表者は分担者の山田光太郎氏と３次元時空の極大曲面が型
変化するとき，その点が退化する場合には，曲面はその退化点を通る光的直線を通る，という
Klyachin の結果に別証明をつけることができた（文献 6）．さらに，その証明法を改良し，一
般のローレンツ多様体の平均曲率が一定の超曲面にまで拡張することに成功した（文献 2）． 
これは，本研究で得た最も深い成果の 1つである． 
 
[3] 平面単純閉曲線の４頂点定理の現代的解釈と３次元球面の平坦曲面への応用．  
 連携研究者の北川氏（宇都宮大）および榎本一之氏（東京理大）と，3次元球面内のクリフォ
ード・トーラスの剛性予想について，部分的な解決を与えることができた．これは現在投稿中
である．また，これに関連して安藤氏（熊本大）と大学院生の藤山氏との共同で，３次元 Euclid
空間内の正則曲面で，１点のみ C^1 級で，その点での曲率線の流れの指数が任意の半整数値を
とるものを構成した．この具体例は，C^1 級の臍点についての Loewner 予想の初めての反例を
与えている（文献 10）． 
 
以上の研究の推進と発展をふまえて，研究分担者の間下，橋本，大仁田は毎年，研究集会を開
催した．代表者も山田氏と連携して 2つの国際研究集会を主催した．1つは 2016 年 2月に東工
大で開催した Japan-Austria Joint Workshop「Transformations and Singularities」で，も
う一つは2017年9月にInstitute de Ciencias Mathematicas (マドリッド)で開催したThe third 
Japanese-Spanish workshop on Differential Geometry である． 
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Scientific Co. ltd (曲線と曲面，裳華房の英訳), 
2. 梅原，佐治，山田共著，「特異点をもつ曲線と曲面の微分幾何学」（現代数学シリーズ 19），
丸善出版 (2017)． 
 
〔産業財産権〕 
○出願状況（計 0 件） 
 
○取得状況（計 0 件） 
 
〔その他〕 
ホームページ等 分担者の間下氏が世話人として毎年開催した越後湯沢の部分多様体の研究集
会の記録は http://www.math.tsukuba.ac.jp/~tasaki/yuzawa.html にあります． 
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