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研究成果の概要（和文）：本研究では、放物型―放物型走化性方程式系の解の爆発問題を領域が有界な場合と全
空間の場合を総合的に研究した。本研究では、領域が全平面の場合には第二方程式における時間微分の係数の影
響が顕著に表れることを示し、放物型―放物型走化性方程式系と単純化された放物型―楕円型方程式系では数学
的に異なる構造をもつことを証明した。また、解が爆発するときの挙動についても研究し解明した。

研究成果の概要（英文）：We considered the blowup problem of a parabolic-parabolic chemotaxis system,
 which was introduced as a model of aggregation of bacteria. It was too difficult to study blowup of
 solutions of the system, and there have been only a few results for several decades. In this study,
 we proved essential results on the existence of blowup solutions and on blowup type of the system 
including the case of degenerate diffusion.

研究分野：非線形解析
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
放物型―放物型走化性方程式系は生物学におけるバクテリアの集中現象を記述するモデルとして1970年にKeller
とSegelによって提唱された。また、高次元で退化した拡散項をもつ場合は宇宙物理学への応用も知られてい
る。集中現象は数学的には解の爆発と定義される。放物型―放物型走化性方程式系の解の爆発を数学的に扱うの
が困難であったので放物型―楕円型に単純化された方程式系でしか研究されて来なかったが、本研究では本来の
放物型―放物型方程式系の解の爆発を数学的に研究し成果をあげた。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
放物型―放物型走化性方程式系は生物学におけるバクテリアの集中現象を記述するモデルと
して 1970 年に Keller と Segel によって提唱された。また、高次元で退化した拡散項をもつ場
合は宇宙物理学への応用も知られている。細胞の集中現象は数学的には解の爆発と定義される。
生物学や物理学への応用という観点だけでなく、数学的にも比較定理が適用できないという観
点から研究が進んでいる放物型方程式とは異なる構造をもち、一方で流体の方程式に似た構造
をもっているにも関わらず現れる現象は異なるという数学的にも非常に興味深い研究対象であ
る。応用と理論の両方から国内外で広く研究されてきた分野である。 
放物型―放物型走化性方程式系の解の爆発を数学的に扱うのが困難であったので放物型―楕
円型に単純化された方程式系が導入され、解の爆発についてはその単純化された方程式系に対
する研究しか行われていなかった。本研究の直前に研究代表者と Winker 氏によって、円盤上で
放物型―放物型走化性方程式系を考えると有限時間で爆発する球対称解が存在することが証明
された。しかしながら、それ以外には結果がなく、放物型―放物型走化性方程式系において長
年の最重要問題のひとつであった解の爆発に関する多くの問題が未解決のままであった。 
 
２．研究の目的 
（１） 放物型―放物型走化性方程式系の有限時間で爆発する球対称な解の存在を全空間におい
ても示し、さらに、解の球対称性という制限を外した一般の場合にも解の存在を証明する。 
（２）第一方程式が退化した拡散項をもつとき、高次の空間次元との関係で臨界に相当する場
合があり数学的な扱いが難しい。線形の拡散項では 2次元が臨界になるが同様の困難が生じる。
本研究では、臨界の場合の特徴づけを総合的に行う。 
（３）有限時間で爆発する解の爆発のタイプを決定することは爆発問題における重要な問題で
ある。非線形偏微分方程式では、後方自己相似解と同じ速度の爆発は type I、それより速い速
度での爆発は type II と分類されている。本研究では、放物型―放物型走化性方程式系の解の
爆発のタイプを明らかにする。 
（４）さらに、爆発するときに解がどのような特異性をもつかを解明する。 
 
３．研究の方法 
 非線形放物型方程式系の解の爆発は流体の方程式とも関連があるので、その研究者であるミ
ネソタ大学に出張して流体の方程式の世界的権威である V.Sverak 氏と議論をした。 流体に関
連する研究には高田了氏とも活発に意見交換をおこなった。非線形偏微分方程式の解の爆発で
は F. Merle 氏や Y. Martel 氏、Ph. Souplet 氏をはじめとしてパリに強力なグループがあるの
で、パリに出張して彼らと議論をおこなった。 
 
４．研究成果 
（１） 2次元全平面での放物型―放物型走化性方程式系の解の爆発においては、第二方程式の
時間微分が大きな影響を与えることを発見し、実際にその時間微分の大きさに関連した数値を
具体的に求め球対称な解の爆発に関する十分条件を得た。有界領域ではこのような現象は現れ
ず、時間大域解の構造が爆発問題と密接に関連することを明確にした。 
（２） 第一方程式が臨界型の拡散項をもつ場合の放物型―放物型走化性方程式系において、空
間次元が３と４の場合に有限時間で爆発する球対称な解が存在することを領域が球だけでなく
全空間の場合も証明した。 
（３） 臨界型の退化した拡散項をもつ放物型―放物型走化性方程式系では type II の爆発し
か起こらないことを球対称性を仮定しないで一般の場合に証明した。放物型―楕円型に単純化
された方程式系では後方自己相似爆発解の存在が知られているので、これにより退化した拡散
項を持つ場合にも放物型―放物型と放物型―楕円型との本質的な違いが明らかになった。また、
孤立した爆発点における特異性は 2次元における線形の場合と同様にディラック測度であるこ
とを示した。 
（４） 2次元の有界領域および全平面において球対称性を仮定しないで一般の場合に有限時間
で爆発する解は typeII の爆発しかしないことを証明した。この結果によって、2次元放物型―
放物型走化性方程式系の爆発のタイプに関する問題を完全に解決した。その証明の手法は流体
の方程式である Navier-Stokes 方程式とも関連があり幅広い応用が期待される。 
（５） 3次元 Boussinesq 方程式の初期値問題の研究を行い、浮力周波数を無限大とする特異
極限問題において，解である 3次元の速度ベクトル場が 2次元 Euler 方程式の古典解に収束す
ることを示した。 
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