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研究成果の概要（和文）：変分不等式は経済，交通，ファイナンス，力学など様々な分野に現れる均衡問題の数
理モデルとして重要な役割を果たしている．本研究の目的は，特に相補性問題，最適化問題，ゲーム理論におけ
る問題などを含む，変分不等式と密接に関連した諸問題に対して，実用的な方法を開発することである．具体的
には，固有値相補性問題，マルチリーダー・フォロワーゲーム，および非線形半正定値計画問題や非線形2次錐
計画問題を含む錐最適化問題などに対する方法を本研究において開発した．

研究成果の概要（英文）：Variational inequalities play an important role in mathematical modeling of 
equilibrium problems that arise in such diverse areas as economics, transportation, finance and 
mechanics. The purpose of this research is to develop practical methods for problems closely related
 to variational inequalities, including complementarity problems, optimization problems, and 
problems in game theory. Specifically, in this research, we developed methods for eigenvalue 
complementarity problems, multi-leader-follower games, and conic optimization problems such as 
nonlinear semidefinite programs and nonlinear second-order cone programs.

研究分野：最適化理論
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１．研究開始当初の背景 
 変分不等式とそのサブクラスである相補
性問題は一般に均衡問題と呼ばれる．また，
最適化問題の最適性条件が変分不等式ある
いは相補性問題の形で表されることから，均
衡問題はある意味で最適化問題を包含する
問題のクラスということができる．また，均
衡問題を制約条件のなかに含む形で定式化
された最適化問題も重要な数理モデルとし
て従来から研究されてきた．そのように，均
衡問題は最適化問題と非常に密接に関連し
ているため，従来から最適化理論の枠組みの
なかで主に取り扱われてきた．本研究の開始
当初には，変分不等式，相補性問題，錐最適
化問題，リーダー．フォロワーゲームなどに
おける基本的な問題についてはかなり研究
が進んでいたが，半無限変分不等式，固有値
相補性問題，非線形 2次錐計画問題，非線形
半正定値計画問題，マルチリーダー・フォロ
ワーゲームなど重要ではあるが取り扱いが
困難な問題については研究の端緒についた
ばかりであり，新しい成果が生まれつつある
状態であった． 
 
２．研究の目的 
変分不等式とは経済，交通，ゲーム理論，
ファイナンス，力学など様々な分野に現れる
均衡問題の数理モデルとして重要な役割を
果たしている．本研究の目的は，相補性問題，
最適化問題，ゲーム理論における問題などを
含む，変分不等式と密接に関連した諸問題に
対して，実用的な方法を開発することである．
特に単調性と呼ばれる好ましい性質を有す
る均衡問題については従来から体系的な研
究が行われ，有効な数値解法の開発など幾多
の有用な成果が得られているが，上述のよう
な応用分野において実際に現れる問題を扱
う際には，単調性の仮定は厳しすぎる場合が
少なくない．本研究の主要な目的は単調性の
仮定に縛られることなく，具体的な数理モデ
ルの特性に基づいた実用的な手法を開発す
ることにより，均衡問題の応用領域の拡大に
寄与することである．これは，固有値相補性
問題やマルチリーダー・フォロワーゲーム等
の新しい問題に対する方法の先駆けとなる
成果につながるものである．また，数理計画
問題の最適性条件において相補性条件が果
たす役割は本質的に重要であるが，半正定値
計画問題や2次錐計画問題に含まれる錐制約
に関する相補性条件の取り扱いは必ずしも
容易ではない．これらの事柄に関連する新し
い知見を得ることも本研究の目的の一つで
ある． 

 
３．研究の方法 
 本研究は個々のテーマに応じて国内およ
び海外の研究者らと共同で行った．いずれの
場合も，それぞれの具体的な研究テーマに対
して，取り組む問題および達成目標を設定し
たうえで，手法の開発やその理論的性質の解

明，計算実験による有効性の検証を行い，そ
の結果を論文としてまとめた．海外の研究者
を含む共同研究者との打ち合わせは主に電
子メールを用いて行ったが，必要に応じてミ
ーティングを実施して研究を進めた． 
 
４．研究成果 
申請時の研究計画にあげたテーマに加え
て，研究の進展に伴い，本研究課題に関連す
る新たな成果が得られた．それらのうち主要
なものを以下に要約する．なお，文中で参照
する論文番号は次項「５．主な発表論文等」
の〔雑誌論文〕および〔学会発表〕に記載し
た論文番号に対応する． 
（１）変分不等式に対する数値解法の開発：
変分不等式の制約集合は，通常，線形不等式
あるいは有限個の凸不等式で与えられるこ
とが多いが，ある種の問題においては無限個
の凸不等式によって表される場合もあり，そ
のような問題は半無限変分不等式と呼ばれ
る．本研究では半無限変分不等式に対して，
外部近似法の考え方に基づく新しい数値解
法を開発し，その理論的性質を解明するとと
もに，計算面の有効性を検証した（雑誌論文
[10]）． 
（２）固有値相補性問題に対する数値解法の
開発：固有値相補性問題は，対象とする行列
が対称な場合と非対称の場合に大別される．
一般に固有値相補性問題には数多くの解が
存在するが，本研究では先ず，対称行列に対
する固有値相補性問題の解をすべて求める
方法を開発し，その有効性を確認した（雑誌
論文[11]）．さらに，固有値相補性問題を発
展させた2次の固有値相補性問題と呼ばれる
問題の解法の開発を行い，その有効性を確認
した（雑誌論文[9]）．固有値相補性問題を拡
張した一般的な閉凸錐上の2次固有値相補性
問題に対して，問題を定義する行列の対称性
を仮定しない一般的な場合において解の存
在を保証する新しい十分条件を与えるとと
もに，対称行列の 2次固有値相補性問題をあ
る種の最適化問題に変換したうえで，特に閉
凸錐が 2次錐である場合に対して，スペクト
ル射影勾配法と呼ばれる新しい数値解法を
提案し，数値実験によりその有効性を確認し
た（雑誌論文[6]）．また，非負錐に関する相
補性条件に基づく通常の固有値相補性問題
を拡張した2次錐固有値相補性問題に関する
研究を行った．まず，2 次錐固有値相補性問
題が特殊な変分不等式問題に帰着できるこ
とを示した上で，それをさらに非線形計画問
題に再定式化した．次に，この非線形計画問
題に対して半平滑ニュートン法を組み込ん
だ列挙型アルゴリズムを提案し，計算実験に
より提案手法が実際に有効であることを示
した（雑誌論文[5]）．これまで取り組んでき
た固有値相補性問題とそれに関連する2次分
数計画問題に対して，交互方向乗数法および
分割法の考え方に基づくアルゴリズムを開
発した．これらのアルゴリズムは対称型，非



対称型のいずれの問題に対しても適用が可
能であり，固有値相補性問題や 2次分数計画
問題に対する手法として従来には見られな
い新規性を有するものである．この研究成果
を研究論文としてとりまとめる作業を行う
とともに，国際会議で発表すべく準備を進め
ている． 
（３）マルチリーダー・フォロワーゲームに
対する手法の開発：複数のリーダー（先手プ
レイヤー）がフォロワー（後手プレイヤー）
の最適応答を考慮しつつ，各自の最適化を図
る非協力ゲームの状況を考えたマルチ・リー
ダー・フォロワー・ゲームに対するこれまで
の研究成果を概観するサーベイ論文を発表
した（雑誌論文[7]）．マルチリーダー・フォ
ロワーゲームに対して，まずフォロワーの問
題の最適性条件をリーダーの問題の制約条
件に取り込むことにより，均衡制約をもつ均
衡問題(EPEC)にゲームを再定式化し，次にペ
ナルティ関数を用いてその問題の制約条件
に含まれる相補性条件を目的関数に組み込
むことを提案した．これにより，元の問題を
非凸ではあるが通常のナッシュゲームの形
に表すことが可能となる．さらに，再定式化
によって得られた均衡制約をもつ均衡問題
(EPEC)の解を計算する方法として，ガウス・
ザイデル（Gauss-Seidel）型のアルゴリズム
を提案し，計算実験によりその有効性を示し
た．研究の進展に伴って得られた成果は順次
学会発表を行うとともに（学会発表[1] [3] 
[4]），国際学術論文誌に投稿した（現在査読
中）． 
（４）非線形錐最適化問題に対する手法の開
発：錐最適化における研究は，従来から凸最
適化問題のクラスに対して活発に行われて
きたが，本研究ではより一般的な非線形最適
化問題に対する方法の開発を行った．まず，
無限個の2次錐制約条件を含む非線形半無限
計画問題に対して，局所的簡約化技法を用い
た逐次 2 次計画法のアルゴリズムを開発し，
その大域的収束性を証明するとともに数値
実験により提案手法の有効性を確認した（雑
誌論文[8]）．非線形計画問題に含まれる不等
式制約条件に2乗スラック変数を導入して等
式制約条件のみを含む問題に再定式化し，そ
れによって得られる問題に対して，特に 2次
の最適性条件と制約想定に関する性質を明
らかにした（雑誌論文[3]）．2 乗スラック変
数を用いる方法は，より一般的な錐制約条件
に対して適用したとき，より効果を発揮し，
興味深い結果が得られる．例えば，2 次錐計
画問題に対して2乗スラック変数を導入して
通常の非線形計画問題に変換することによ
り，2 次錐制約を取り扱うための特殊な技法
を必要とせず，通常の非線形計画問題に対す
るさまざまな方法が適用可能となり，実用的
な利点は大きいと期待できる．本研究では，
まず非線形 2次錐計画問題に対して 2乗スラ
ック変数を用いて得られた問題に対して，特
に2次の最適性条件および制約想定に関する

詳細な理論的考察を行い，さらに数値実験に
より2乗スラック変数による変換手法の有効
性を検証した（雑誌論文[4]）．次に，非線形
半正定値計画問題に対しても，同様の考え方
に基づいて2乗スラック変数によって得られ
た問題に対して，2 次の最適性条件および制
約想定に関する理論的考察を行うとともに，
数値実験を通して2乗スラック変数による変
換手法の有効性を検証した（雑誌論文[2]）．
最後に，対称錐上の非線形最適化問題を取り
扱った．この問題は，上記のすべての錐最適
化問題を特別な場合として含む最も一般的
なクラスの錐最適化問題である．この問題に
対して2乗スラック変数を用いて得られた等
式制約の問題に対して，その 2次の最適性条
件と制約想定に関する厳密な理論的分析を
ユークリッド的ジョルダン代数の諸性質を
用いて行った．さらに非線形計画の標準的な
方法である拡大ラグランジュ乗数法を対称
錐上の非線形最適化問題に拡張したアルゴ
リズムを提案し，その収束性に関する理論的
な解析を行うとともに，計算実験によりアル
ゴリズムの挙動について考察を加えた（雑誌
論文[1]）． 
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