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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，多変量統計推測手法が直面する諸問題に対して数理統計の立場から
新たな解決策を導出し，その有効性・最適性に関する理論の展開を行い，シミュレーション実験による数値的な
比較及び現実のデータ解析での有用性を示すことを目的として実施した。特に，（A)線形混合モデル・一般線形
混合モデルを利用した小地域推定の新展開，（B)小地域推定におけるベンチマーク問題，（C)線形混合モデルに
おける変数選択問題，（D)高次元多変量推測における縮小推定量法の有用性，（E)多次元母数の推測に関する最
適性理論の展開，の５つのテーマについて研究成果を得た。

研究成果の概要（英文）：In this research project, I addressed several problems in multivariate data 
analysis, derived new statistical methods to solve the problems and developed theory on their 
usefulness and optimality. The performances of the suggested methods were investigated through 
simulation experiments and data analysis. In particular, I obtained research results for the 
following five topics: (A) New developments in small area estimation based on linear mixed models 
and generalized linear mixed models, (B) Benchmark problems in small area estimation, (C) Variable 
selection in linear mixed models, (D) Use of shrinkage estimation methods in high-dimensional 
multivariate analysis, and (E)Developments of optimality theory in multivariate statistical 
inference.

研究分野： 数理統計学

キーワード： 線形混合モデル　小地域推定　高次元解析　統計的決定理論　共分散行列　縮小推定　経験ベイズ　階
層ベイズ
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
多次元データの解析は応用上極めて有用

で，そのための統計的推測手法の理論研究は
活発に議論されている。特に興味あるトピッ
クは小地域推定と高次元解析である。 
小地域推定に利用されるモデルが線形混

合モデルで，従来の線形回帰モデルに確率変
動する項（変量効果）を加えたものである。
例えば，個体や地域に関する観測値に共変量
が存在する場合，その共変量で回帰するモデ
ルが線形回帰モデルとなるが，それに個体や
地域などの差異を変量として組み込み, それ
らの背後に共通な確率分布を想定するモデ
ルが考えられる。このような線形混合モデル
を用いると変量効果を予測してやることで
個体や地域の差異を推定することができる。
全体の平均的な特性値だけでなく個体や地
域ごとの特性値への関心が高まるにつれ，
個々の差異を変量として捉えた線形混合モ
デルについての研究が盛んになり，特に官庁
統計分野での小地域推定において利用され
ている。 
小地域推定の問題に着目すると，問題点は，

人口が疎な地域の平均をその地域の標本平
均で推定すると，データの不足から推定誤差
が大きくなってしまう点にあり，周辺地域の
データをプールすることによって推定精度
の改善が図られる。この問題に線形混合モデ
ルを用いると，線形回帰の項（固定効果）は
データをプールして安定した推定値を与え
る機能がある一方，地域毎の変量効果は地域
毎の標本平均を安定した推定値の方向へ近
づける（縮小する）作用を生み出す。こうし
て導かれる個々の地域の推定方法は経験最
良線形不偏予測量（EBLUP）と呼ばれ，個々
の地域の標本平均をプールされ安定した推
定値の方向へ縮小することにより，地域の差
異を反映し，しかもより精度の高い推定値を
与えることが可能となる。ここで，経験最良
線形不偏予測量によって実際どの程度の推
定誤差の改善が図られるのかを見積もるこ
とは現実のデータ解析の場面で重要である。
そのためには平均２乗誤差に対する推定値
を与えること，もしくは信頼区間を構成する
ことが考えられる。 
現実のデータを解析する際，従来の方法で

は不十分な様々問題に直面する。その一つが，
正のデータを正規分布を用いて解析するこ
との妥当性である。また，すべての地域で同
じ誤差分散を用いていることの妥当性も問
題である。さらに，小地域の経験最良線形不
偏予測量の値を合算して全体平均を計算し
てみると全体の標本平均の値と一致しない
という問題点もある。これはベンチマーク問
題と呼ばれ，例えば全体の予算を各地域の値
に応じて配分することを考えると，経験最良
線形不偏予測量の値に基づいて配分するこ
とはできないことになる。この問題に対して
理論的側面から解決策を図る必要がある。 
多変量解析の別のトピックとして高次元

解析がある。これは多変量解析の現代的流れ
の一つであり，ゲノムデータの解析に代表さ
れるような高次元データを解析するための
新たな理論作りが活発に議論されている。判
別分析などの多変量解析の手法には共分散
行列の逆行列の推定が組み込まれているが，
共分散行列の次元がデータ数より大きいと
きには標本共分散行列は逆行列を持たない。
こうした問題をどのように解決するかが問
題となる。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では，多変量統計推測手法が直

面する諸問題に対して数理統計の立場から
新たな解決策を導出し，その有効性・最適性
に関する理論の展開を行い，シミュレーショ
ン実験による数値的な比較及び現実のデー
タ解析での有用性を示すことを目的として
実施した。また理論的及び応用的側面から従
来の手法との比較検討を行った。特に，従来
の統計手法をそのまま用いたのでは問題が
あるような統計モデルにおいて，従来の手法
の欠陥を解決していてしかも従来の手法を
理論上優越する新たな手法の開発やそのよ
うな導出の統一理論の構築を行った。 
具体的には次の 5つのトピックを扱い新た

な統計手法の開発とそれに伴う理論展開を
行った。 
（Ａ）線形混合モデル・一般化線形混合モデ
ルを利用した小地域推定理論の新展開 
（Ｂ）小地域推定におけるベンチマーク問題 
（Ｃ）混合モデルにおける変数選択の理論展
開 
（Ｄ）高次元多変量推測手法における新たな
理論展開 
（Ｅ）多次元母数の推測に関する最適性理論
の展開 
 
３．研究の方法 
（Ａ）については，正のデータを実数直線上
へ変換する関数を考え，変換母数の一致推定
量の導出を行った。また地域毎に誤差分散が
異なる問題については，線形混合モデルに分
散の変量効果を組み込んだモデルを考え，経
験ベイズ及び階層ベイズの枠組みで推定手
法の導出に取り組んだ。（Ｂ）ベンチマーク
問題については，全体の平均や分散が予め決
められた値になるという制約条件の下でベ
イズ解を求めることから始めた。この解から
制約付き経験ベイズ推定量が導出されるの
で，その推定誤差の漸近的評価を与えた。
（Ｃ）については，混合モデルにおける変数
選択の方法として最近提案されたものに条
件付き赤池情報量規準があり，真のモデルを
含んでいないときにはバイアスを生ずるこ
とが知られている。Fujikoshi-Satoh の考え
方を適用してバイアス補正を行うことを考
えた。（Ｄ）については，共分散行列の次元
がデータ数より大きいときには標本共分散
行列は逆行列を持たないため，リッジ型の推



定量もしくは線形縮小推定量の逆行列が用
いられる。そこで正規性を仮定した上で導出
されるベイズ推定量から自然な線形縮小推
定量の形を与え，ノンパラメトリックな枠組
みで線形縮小推定量の中に登場する重み関
数を推定する方法を用いた。（Ｅ）について
は，多変量正規分布の平均ベクトルの Stein
推定に関連して，この推定量のミニマックス
性が高次元の場合にも拡張できることを示
した。また共分散行列の James-Stein推定量
のミニマックス性についても，Kieferの定理
のような高度な一般論を使うことなく，基本
的な方法で容易に示すことができることを
示した。この方法を用いることにより，母数
が制約されている場合への拡張も可能にな
る。 
 
４．研究成果 
個々のトピックについて研究成果を説明

する。 
 

 （Ａ）線形混合モデル・一般化線形混合モ
デルを利用した小地域推定理論の新展開 
 まず，収入や支出など正の値をとるデータ
を Fay-Herriotモデルという正規線形混合モ
デルに当てはめる問題を考察した。通常は対
数変換を行うが必ずしも相応しいとは限ら
ない。そこで Box-Cox変換を用いることが考
えられるが変換母数の最尤推定量が一致性
をもたないことが知られている。これに対し
て双対変換を導入した。双対変換については
変換母数の最尤推定量が一致性をもつこと
を示し，この一致推定量に基づいた経験最良
線形不偏予測量とその平均２乗誤差の漸近
２次不偏推定量の導出を行い，数値実験を通
して有用性を示した。 
次に，小地域毎に誤差分散が異なっている

ときの推測問題を扱った。分散の異質性を表
現するために分散の逆数にガンマ分布を仮
定する変量分散混合モデルを提案した。この
モデルを用いると，小地域平均のベイズ推定
量の中に平均の縮小推定と分散の縮小推定
の両方が現れることを指摘し，最尤法を用い
て母数推定を行い，それらの漸近共分散行列
を求めて経験ベイズ推定量の平均２乗誤差
の漸近２次近似を与えた。またブートストラ
ップ法に基づいて，その平均２乗誤差の漸近
２次不偏推定量を導出し，シミュレーション
実験と京浜急行線沿いの宅地公示価格デー
タの解析を通して提案手法の良さを示した。
さらに，分散の異質性を組み込むためのガン
マ分布について，その超母数に事前分布を想
定する階層的なフルベイズモデルを提案し，
マルコフ連鎖モンテカルロ法のアルゴリズ
ムを導出するとともに事後分布の積分可能
性を証明した。 
地域毎に分散が異なる問題を扱う別の方

法として，各地域の分散が地域に依存した共
変量の関数として表されるモデルを考える
ことができる。こうした分散関数を用いる方

法の良さは分散が共通の関数とパラメータ
ーで表されている点にあり，上述のような変
量分散モデルのような階層的な事前分布を
導入する必要がない点にある。この枠組みに
おいて経験最良線形不偏予測量を導出し，そ
の推定誤差の漸近２次近似とその２次不偏
推定量の解析的な導出を行った。京浜急行線
沿いの宅地公示価格データに当てはめてみ
ると，最寄り駅に近いほど価格の分散が大き
くなっており，分散関数が駅からの距離の関
数で表現できることがわかり，提案手法の有
用性を示すことができた。 
一般化線形混合モデルにおける経験ベイ

ズ推定量について，通常の平均２乗誤差と条
件付き平均２乗誤差に関する研究を行い，２
次分散関数をもつ指数型分布族において両
者の違いを明確にした。その結果，ベータ分
布やポアソン分布については１次の項に違
いが生じ，正規分布のときには２次の項に違
いが生ずることを示した。 
その他，新たな展開として変量効果の不確

実性を考慮したモデルとして spike-slab 事
前分布を用いたベイズ的モデルを考え，経験
ベイズ法やフルベイズ法に基づいた推定手
法の導出と数値的検討を行った。 
 

（Ｂ）小地域推定におけるベンチマーク問題
について 
ベンチマーク問題の先行研究は主に平均

に関するもので平均と分散に関するベンチ
マーク問題についての研究はあまりなされ
ていない。そこで一般的な混合モデルの設定
で，平均と分散に制約を入れた制約付きベイ
ズ推定量を求めることによって，平均と分散
の両方についてのベンチマーク問題の一般
的な解を与えた。その制約付き経験ベイズ推
定量の平均２乗誤差の評価とその推定方法
を求め，家計調査の地域別ベータや埼玉県の
胃ガン死亡率データ，戦前の乳児死亡率に関
する石川県の市町村別データなどに当ては
め，提案する手法の妥当性を調べた。 
次に，家計調査の支出など正の値を取るデ

ータについて平均のベンチマーク問題を取
り上げた。この問題は，現実的に起こりうる
設定であるが，平均２乗誤差のもとでは制約
付きベイズ推定量の解を陽に求めることが
できず，その解の存在性すら懐疑的である。
そこで，カルバック・ライブラー情報量に基
づいた損失関数を導入し，乗法モデルのもと
で極めて自然な形のベンチマーク推定量を
求めることができることを示し，推定誤差の
漸近的な評価を行った。 
 

（Ｃ）混合モデルにおける変数選択の理論展
開 
混合モデルの変数選択法として条件付き

赤池情報量規準が提案されているが，未解決
の問題として，候補のモデルが真のモデルを
含んでいないときに条件付き赤池情報量規
準がバイアスをもってしまうという欠点が



あることが知られている。この点を修正する
ために条件付き赤池情報量規準のバイアス
の補正項を導出し，修正条件付き赤池情報量
規準なる手法を提案し，その良さを数値的に
確認した。また，共変量が観測モデルと予測
モデルで異なる場合を扱い，こうした状況に
適応した条件付き情報量規準の導出を行っ
た。 
 

（Ｄ）高次元多変量推測手法における新たな
理論展開 
まず，共分散行列の推定に関して，リッジ

係数の最適な推定を与える統一的な方法と
して線形縮小推定法を与えた。これは，正規
分布に基づいたベイズ推定量から線形縮小
推定量の形を導き，リッジ係数もしくは重み
付き関数を高次元の枠組みでノンパラメト
リックに推定する方法である。この方法で求
めた推定量が先行研究で提案されたものよ
りも数値的に優れていることを示した。次に，
ファクターモデルが予想される状況におい
てファクターモデルを想定した推定量の方
向へ縮小する共分散行列の推定量を提案し，
高次元での収束性を調べるとともに数値的
な性質を調べた。 
 

（Ｅ）多次元母数の推測に関する最適性理論
の展開 
この課題では，統計的決定論の視点に立っ

て，これまで解決されてこなかった推測問題
の最適性について研究した。まず，分散比の
改良型推定量の導出に関する統一理論を構
築し母数制約問題との関係を明らかにした。
次に，共分散行列の推定においてミニマック
ス推定を与える事前分布の列を構成した。こ
れは，古くから知られる Kiefer の定理に対
して，共分散行列の推定の枠組みでより簡便
な証明方法を提供できたことを意味する。さ
らに，平均ベクトルの推定問題における
Stein 型縮小推定量の改良結果を，高次元と
低次元を統一するかなり一般的な枠組みに
まで拡張できることを示した。 
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