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研究成果の概要（和文）：課題1に関して，一変量の場合の標本歪度・尖度の同時密度関数モデルによるグラフ
ィカルな正規性の検定手法を提案した．成果は，雑誌「計算機統計学」に掲載された．さらに多変量正規性検定
へ応用した結果は，国際会議The 4th Institute of Mathematical Statistics Asia Pacific Rim Meetingにお
いて発表された．
課題2に関して，正規母集団からの標本歪度と標本尖度の同時密度関数および同時モーメントの漸化式での表現
を与えた．成果は，雑誌Communications in Statistics - Theory and Methodsにおいて発表された．

研究成果の概要（英文）：As a first fruit, we give a new graphical method testing for normality based
 on an approximate joint probability density function of the sample skewness and kurtosis. In 
addition, we develop a new graphical method to access the multivariate normality combining with the 
principal component method. 
Secondly, we give a recurrence formula for the joint distribution of the sample skewness and 
kurtosis. Moreover, we obtain a recurrence formula for their product moments and their exact 
expression up to the requisite order.

研究分野：統計科学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
 
多変量解析における推測方式の多くは，得ら
れたデータが多変量正規母集団からの無作
為標本であることを前提としている．この前
提を保証するのが多変量正規性の検定であ
る． 
正規性の検定方式の開発には，1)検定統計

量の提案， 2)その帰無仮説のもとでの分布
（もしくは近似分布）導出，3)提案統計量と 
既知のそれとの検出力の比較を通しての優
位性の検証，の 3段階がある． 
Mardiaを起源とした多変量標本歪度・尖度が
定義され，1970年代以降それらの漸近分布の
導 出 な ど が 研 究 さ れ て い る ． ま た ，
Srivastava らの別の定義に基づく統計量の
提案もなされている．  

しかしながら，いずれも上述のステップ 2）
の途中段階である，つまり，数理統計学的側
面として，小標本での精密分布の導出(課題
2)が課題である． 
一方，高次元データ，ビッグデータ時代を

迎え探索的データ解析手法が嘱望される現
在，一変量正規性検定での qq プロットに代
表される視覚的な検定方式の開発(課題 1)は
喫緊の課題である．Srivastavaにおいても主
成分に対する qq プロットが提案されている
が，グラフ表現法としては不十分に思われる．
なお，本研究を遂行するにあたり，一変量の
正規性検定での手法（代表者らの開発手法も
含む）を援用する．なかでも，Shenton and 
Bowmanの一変量の標本歪度・尖度の近似同時
密度関数は課題 1の，そして Nakagawa et. al.
での一変量の標本歪度・尖度の同時モーメン
ト公式は課題 2 の鍵を握る手法となる． 
 
 
２．研究の目的 
 
 
本研究では，探索的データ解析の側面と数理

統計学的側面の両面から，多変量正規性検定

方式の開発を行う．代表者らの成果も含めた

一変量の正規性検定方式に関する既存結果

を発展させることを念頭におきつつ，第一は

一変量正規性検定での qq プロットのような

多変量正規性検定のためのグラフ表現法を

開発する．第二は，帰無仮説のもとでの多変

量標本歪度・尖度の精密分布の導出（もしく

は正規化変換等の近似分布の導出）である．

なお，多変量標本歪度・尖度は種々定義され

ており，これら既存の統計量の精密分布導出

に終わらず，第二においては正規性検定によ

りふさわしい統計量を提案したい． 

 

３．研究の方法 
 
 

本研究は，2 つの課題 [課題 1. 多変量正規

性のためのグラフ表現法の開発，課題 2. 多

変量標本歪度・尖度分布の小標本での近似分

布導出]からなる．代表者・中川が総括をす

るとともに，分担者 1名，連携研究者 1名の

研究体制のもとに課題解決にあたる． 

課題 1を研究期間の前半に，課題 2を後半

に据え，相互の課題の連携も図る．代表者が

研究総括とともに各課題の数理的基礎理論

の構築を行う．研究分担者・橋口氏は各課題

の数値実験による妥当性の保証を主幹する．

連携研究者・仁木氏には，アドバイザーとし

て研究全般を俯瞰してもらう．また，代表者

が数値実験のプロトタイププログラムを作

成する際の補助として，中川研 B4 の学生に

依頼する． 

 
 
４．研究成果 
 
 

課題 1の解決策として，まず初めに一変量

の場合の標本歪度・尖度の同時密度関数モデ

ルによるグラフィカルな正規性の検定手法

を提案した．さらに，提案手法が，検出力の

観点において，既存の検定統計量ほぼ同等で

あることを示した．検出力でほぼ同等である

ならば，提案手法が視覚的に結果を表示して

いる点で優位であることは自明である．  

成果は，2016年に雑誌「計算機統計学」に

「総括的な正規性検定のためのグラフ表現」

として刊行された（雑誌論文 ①）．なお，

学会発表では，①が関連している． 

上記内容の多変量正規性検定への応用を志

向するためのアイデアが，[グラフ表現法] = 

[分散共分散行列の主成分の歪度・尖度] + [一

変量歪度・尖度の同時密度関数モデル]であり，



これを実現したのが，学会発表②で，香港で

開催された国際会議The 4th Institute of 

Mathematical Statistics Asia Pacific Rim 

Meetingにおいて，演題Graphical method on 

an omunibus test for normalityとして発表

した．現在，成果物を国内雑誌へ投稿中であ

る． 

 課題 2 に関して，正規母集団からの標本

歪度と標本尖度の同時密度関数の漸化式の

漸化式での表現を与えた．さらに，同時モー

メントの漸化式も与え，高次モーメントの完

全な表現を導いた．現時点では，正規母集団

からの標本歪度の分布に関して様々知られ

ているのに対し，標本尖度のそれはほとんど

有効な手立てが知られていない状況である

中，本成果により，標本尖度分布を調べる道

具立てができたことは意義深い．今後さらに

この成果の応用が期待されている．なお，こ

のことの成果として，雑誌 Communications in 

Statistics - Theory and Methods において， 

Recurrence formula on the joint 

distribution of sample skewness and 

kurtosis under normality として発表した

（雑誌論文 ②）．関連事項として，ピアソン

が提案した歪度に基づく正規性の検定手法

をまとめたのが，雑誌論文 ③ である． 

なお，本研究課題との関連として取り組ん

だ研究が，学会発表 ③④⑤ である．これら

は計算機代数で盛んに開発が進んでいるホ

ロノミック勾配法を標本相関係数，標本重相

関係数などの統計量分布へ応用したもので

ある． 

以上のように，研究期間中に当初掲げた二

つの研究課題をほぼ全面的に解決できたこ

とを再度報告する． 
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