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研究成果の概要（和文）：本研究ではこれまで知られていた構造保存解法をさらに進化させ，高速かつ実用的な
手法に昇華させることを目的とした．本研究を通じて，「不連続Galerkin法に基づく高速な構造保存数値解法の
基礎的構築」，「力学系理論に基づく構造保存解法の安定性解析手法の開発」，「動的格子法の導入」，「混合
微分を含む偏微分方程式に対する構造保存解法の提案」を行った．以上を通じて，構造保存解法はさらに一段深
化した．

研究成果の概要（英文）：This research aims at improving existing structure-preserving methods so 
that the become more efficient and practical methods for applications. Through this research, we 
established "efficient structure-preserving methods based on discontinuous Galerkin methods", "an 
analysis method for structure-preserving methods based on dynamical systems theory", "introduction 
of moving meshes", and "new structure-preserving methods for partial differential equations with a 
mixed derivative". Through these findings we gained a new, stronger framework of 
structure-preserving methods.

研究分野：数値解析
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１．研究開始当初の背景 
 現代科学・工学の現場では，微分方程式の
数値解法は欠かせぬツールであるが，近年，
方程式の数理的構造を活用することで汎用
解法を遙かに超える専用解法---通称「構造保
存数値解法」を構成する試みが盛んに行われ
ている．特に偏微分方程式に対しては，申請
者自身による前研究において，有限要素法に
基づく新しい構造保存数値解法の原理とそ
れに関連する基礎技術が得られており，これ
らは世界的にも有力なアプローチのひとつ
とみなされている． 
 
２．研究の目的 
 本研究は，上の流れをさらに加速させ，計
算コストのさらなる低減，および安定性担保
による実用性向上を目指し，真に有用かつ高
速な構造保存解法を構築することを目指す． 
 
３．研究の方法 
研究開始時点で，以下の 2 点に渡り構造保

存解法を進化させることを目指した． 
 
(1) 計算量低減手法の開発 
構造保存解法は，数学的に筋がよい手法であ
る一方で，問題の非線形性を引き継ぎ，計算
スキームが陰的非線形となり計算量が重い
欠点があった．本研究では，これを改良する
ために「主に不連続 Galerkin 法導入の可能
性検討による空間方向演算量の低減」，およ
び「時間方向多段緩和による時間方向演算料
の低減手法の改良」を課題として研究を行っ
た． 
 
(2) 安定化を保証する手法の開発 
上記と連動するが，時間方向多段緩和は，手
法としては本課題申請者自身によりすでに
提案され，世界的に後続研究もあり知られて
いたが，緩和の代償として（折角の構造保存
解法であるにも関わらず）数値スキームが著
しく不安定化する場合があった．これに対し
て，申請者自身によって，最も簡素な常微分
方程式系の場合に，拡大位相空間で安定性解
析を行う手法がすでに提案されているが，寄
り一般の系で数値スキームがいかなる力学
系的性質を持つかは未解明であった．この解
明を目指し，高速な構造保存解法の枠組の基
礎を構築することを課題として研究を行っ
た． 
 
４．研究成果 
(1) 計算量低減手法に関しては，まず，不連
続 Galerkin 法に基づいても構造保存解法が
構築可能であることを示した．さらに実際に
KdV 方程式等，基礎的な方程式に対して数値
実験を行い，例えば保存量を厳密に保存した
まま不連続 Galerkin スキームが動作するこ
とを確認した．図１，２はその結果である（学
術論文③より引用）． 
 

 

 
 図１．KdV 方程式に対する保存スキーム 

（１ソリトン解） 

 
 図２．KdV 方程式に対する保存スキーム 
    （２ソリトン解） 
 
 
 さらに，研究開始時点では予想していなか
った方向性であるが，可積分系分野で近年自
己動的格子解法が研究されていることを参
考に，動的格子法の側面を持つ構造保存解法
の研究も展開した．その結果，まだ特定の方
程式に限られるが，厳密に保存量を保つ動的
格子法スキームが構成できることを示した．
さらに，実際に特異に近い解に対して，その
ようなスキームが（特異点の近くに自動的に
格子を集中させる効果により）良好に動作す
ることも確かめた． 
 
(2) 時間方向の安定性解析に関しては，数値
解法の力学系理論的解析の一環として，可変
時間刻みスキームを力学系と見なす場合に
必要となる，可変時間刻み Lyapunov 系に対
する Lyapunov 理論を新たに構築した．時間
連続の場合，および離散でも時間刻みが固定
の場合には（単純な離散力学系として）
Lyapunov 理論が知られていたが，可変時間刻
みの場合には世界的に未知であり，本研究で
この点が史上初めて明らかになった．これは
数値解析学だけでなく，力学系分野にも影響
を与えうる成果である． 
 本研究の困難さを示す図を挙げる．わかり
やすさのため，エネルギー保存系ではあるが，
Lotka-Volterra 系を考える．これは 2次元空
間上のエネルギー保存系であり，閉曲線上を



運動する．このときエネルギー保存スキーム
を用い，かつ時間刻み幅 h1,h2,h3を適切に選
択して，この 3ステップで厳密に初期点に戻
るようにする（ことができる；図３．これと
図４は学術論文②から引用）．このとき，数
値解は 3点の上を運動する．しかしながら全
く同じ時間刻みの組を用いながら，順番を入
れ替えて数値計算を行うと（図④），今度は
数値解は 3点上に留まらなくなり，（恐らく）
軌道全体を覆うようになる．このように，一
般に可変刻みでは（この例で 3ステップ幅の
時間刻みの合計が一定に保たれているよう
に，素直な条件下であっても）系の漸近挙動
は大きく異なることがある．Lyapunov 理論は，
Lyapunov 関数の存在する系に対して漸近挙
動を担保するものであるが，上記の例が示す
ように，時間刻み幅が可変な場合には，時間
刻み幅のスケジュールに応じて漸近挙動が
変わりうる点が困難な点である． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3)  

 図３．Lotka-Volterra 系の計算例 
   （時間刻み h1,h2,h3の順） 

 
 図４．Lotka-Volterra 系の計算例 
   （時間刻み h3,h1,h2の順） 
 

上記(1)(2)に加えて，当初予定していなか
った方向性であるが，研究期間内に混合微分
を持つ方程式（時間・空間微分を同時に持つ
項を保つ方程式）が急速に応用数学分野で関
心を集めており，その多くが何らかの幾何学
的構造を持つことから，本申請課題で目指す
新しい構造保存解法の枠組に収めるべきで
あると考え，基礎的な研究を行った．その結
果，混合微分を含む偏微分方程式の標準的な

数値解法と思われる手法を発見した． 
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