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研究成果の概要（和文）：線形方程式を解くための最新ソルバー，帰納的次元縮小原理に基づく解法（IDR法）
群の収束スピードの悪化や近似解の精度の劣化を防ぐための手法について研究を進めた．また，前処理が丸め誤
差の影響を制御する一技法であることから，IDR原理に基づく解法の前処理アルゴリズムを提案し，いくつか同
種のアルゴリズムの性能評価を行った．さらに，（本申請で得た）結果を利用して先行研究の改良を行った．次
に，最新の計算機を用い，前処理の性能を十分に引き出すための並列化計算手法を提案し，その性能評価を行っ
た．また，電磁界解析の実用問題に提案した前処理手法や並列化計算手法を適用し，従来よりも効果があること
を示した．

研究成果の概要（英文）：We have proposed strategies for improving the convergence speed and the 
accuracy of approximate solutions for the Induced Dimension Reduction(IDR)(s) method. We have 
derived the preconditioned IDR(s) algorithms and then examined the convergence speed and the 
accuracy of approximate solutions among some implementations of IDR(s). Moreover we have redesigned 
the conventional Krylov subspace methods for improving the convergence speed and the accuracy of 
approximate solutions by using the results obtained in this research. We have given strategies to 
parallelize preconditioning on parallel computers and then evaluated the parallel performance. We 
have applied our proposed the strategies to parallelize preconditioning to the application problem 
which arises from  electromagnetics field, and then shown the effectiveness.

研究分野： 数値計算

キーワード： 線形方程式　Krylov空間法　帰納的次元縮小法　前処理手法　丸め誤差解析　並列計算
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１．研究開始当初の背景 
 大規模疎（成分の多くは 0）行列を係数に
もつ線形方程式の求解問題のための標準的
なソルバーは Krylov 空間法であるが，丸め
誤差の影響を受け易く，また近年では現象が
複雑かつ大規模となったため，計算時間の大
幅な増加や丸め誤差の影響による収束スピ
ードの劣化，近似解精度の悪化という問題が
起きる．そのため，効率良くかつ精度良く解
くことができる計算手法の研究が重要であ
る． 
 Krylov 空間法は，現在 多くの応用分野で
用いられ，その有効性が実証されているが，
丸め誤差の影響を受け易く，理論通りに収束
しないことがある．そのため，1990 年代半
ばからアルゴリズムにおける各演算，すなわ
ち行列ベクトル積，内積，ベクトル更新（ベ
クトル和とベクトルのスカラー倍）の演算か
ら発生する丸め誤差が収束性に与える影響
が解析されてきた．現在，Krylov 空間法の世
界的な水準の研究では こういった丸め誤差
の分析が必須であり，それらの解析結果は収
束性を盤石なものに改善するために役立っ
てきた． 
 2008 年に帰納的次元縮小（ IDR と略
す)(s)法と呼ばれる最新ソルバーが提案され，
従来の Krylov 空間法より収束性が優れてい
ることで注目された．IDR(s)法は，IDR 原理
によって構築される空間（新しい空間は前の
空間に包含されるように構築される）におい
て近似解を作る方法である．その後すぐに，
研究協力者の Sleijpen らによって IDR(s) 
法と一部の Krylov 空間法との関連性が明か
らにされ，ひきつづき L 次の安定化多項式を
IDR(s)法に組み入れた解法が提案された．ま
た，研究代表者と研究協力者は 2 次の安定化
多項式を IDR(s)法に組み入れた解法を提案
している．連携研究者の張らは疑似残差の概
念を組み込んだ IDR(s)法を開発している．し
かしながら，それらの最新ソルバーは，
Krylov 空間法と同様，丸め誤差の影響を受
け易く，収束しないことがある．また，IDR 原
理に基づく解法の開発が（2008～2012 年頃
までに）ひと通り終わった現在，これまでの
Krylov 空間法の研究の流れ・歴史と同様，
次に丸め誤差の影響の解析が期待される． 
 
２．研究の目的 
 大規模疎行列を係数にもつ線形方程式を
解くための標準的なソルバーとして Krylov 
空間法が知られている．近年，Krylov 空間
法よりも優れた収束性をもつ最新ソルバー
IDR(s)法が発表され，注目されている．しか
し，Krylov 空間法と同様，丸め誤差の影響
を受け易く，理論通りに収束しないことがあ
る．そこで本研究では，Krylov 空間法のこ
れまでの研究の流れ・歴史と同様，最新ソル
バーの丸め誤差に起因する脆弱性を数学的
に追究する．すなわち，Krylov 空間法の研
究成果を利用，拡張して，IDR(s)法から発生

する丸め誤差が収束性に及ぼす影響を解析
する．そして，新しい解析結果に基づいて丸
め誤差を制御する手法を提案し，最新ソルバ
ーの収束性を盤石なものにする．丸め誤差に
対する解法の性質が定量的に明らかにされ
ると，解法の弱点を克服する手法を開発でき
るため，それらの結果を利用して先行研究
（Krylov 空間法）の収束性も一層 高速で強
固なものに改良する． 
 線形方程式ソルバーの研究は計算理工学
の応用分野と密接に関連しており，それらの
分野では線形方程式の数値解をできるだけ
高速かつ安定に解けることが，緻密に大規模
な現象を解明するために重要となる．そこで，
（本申請で）開発した手法・アルゴリズムを
超大規模な実用問題に適用し，従来よりも求
解効率が向上することを示す．また，コンピ
ュータの発展が著しい近年，最新高性能コン
ピュータの性能を十分に引き出すようなア
ルゴリズムを開発する．  
 
３．研究の方法 
 連携研究者が出版したある論文は，Krylov 
空間法のために明らかにされた解析結果を
拡張または融合すれば，IDR 原理に基づく解
法群の収束性が解析できることを示唆して
いる．すなわち，IDR 原理に基づく解法群の
近似解は，ブロック Krylov 部分空間上で生
成され，そのブロック Krylov 空間では
Laonzos 原理（短い漸化式）を用いるステッ
プと，Arnoldi 原理（長い漸化式）を用いる
ステップとが交じり合っているため，
Arnoldi 原理と Lanczos 原理を用いる 
Krylov 空間法の両者の解析結果を結びつけ
る必要があることを意味している．これらの
点に注意し，まず丸め誤差が強く発生する箇
所の特定や，固有値，固有ベクトルを用いた
分析を行なう．次に，Krylov 空間法の収束ス
ピードや近似解の精度はアルゴリズムの各
演算から発生する丸め誤差と関連している
ため，残差多項式係数の計算で発生する丸め
誤差が収束スピードに与える影響の解析や，
行列ベクトル積やベクトル更新の演算から
発生する丸め誤差が近似解の精度に与える
影響の解析を進める．次に，その解析結果に
基づき，丸め誤差に起因する脆弱性を克服・
制御するための対策手法を開発する．同時に，
その解析結果に基づいて先行研究（Krylov 空
間法）を改良できないか検討する．ついで，
丸め誤差の影響を強く受ける複数右辺項に
対するIDR原理に基づく解法のための制御法
を提案する．さらに，社会的に役立つ応用問
題，特に収束スピードの劣化，近似解の精度
の悪化が起こると予想される電磁界解析や
流体解析の問題に（本申請で）開発した制御
手法を適用し，従来の方法よりも求解効率が
向上することを示す．同時に，最新の計算機
向きのアルゴリズム，すなわち GPU またはメ
ニーコア上で効率性の高いアルゴリズムを
開発する． 



４．研究成果 
 線形方程式を解くための最新ソルバー，
IDR 原理に基づく解法群の収束スピードの悪
化や近似解精度の劣化を防ぐためのアルゴ
リズムについて研究を進めた．とくに，スム
ージングという技法を用いて IDRstab 法
（IDR(s)法に L次の安定化多項式を組み入れ
た方法）の残差の振動を抑制する（疑似残差
を最小化した）アルゴリズムを提案した．そ
の際，計算量を抑える工夫をした．また，前
処理が丸め誤差の影響を制御する一技法で
あることから，IDRstab 法の前処理アルゴリ
ズムを提案し，いくつか同種のアルゴリズム
との性能評価を行った．さらに，近似解精度
を改善する技法を提案した．つぎに，先行研
究（Krylov 空間法）を改良することができな
いか検討した．とくに，Krylov 空間法のため
に提案された収束スピードを改善する技法
をもとに最新ソルバーの収束性を改善する
技法や，実対称行列および複素対称行列をも
つ線形方程式を従来よりも効率良く解くの
ためのアルゴリズムを提案した．また，複数
右辺項をもつ線形方程式に対する IDR(s)法
に Krylov 空間法のために提案された収束ス
ピードを改善する技法を適用し，その効果を
調べた． 
 さらに，最新の計算機において前処理の性
能を十分に引き出すための並列化計算手法
を提案し，その性能評価を行った．とくに，
Eisenstat トリックを用いる symmetric SOR
法前処理付き Krylov 空間法（対称行列用）
を提案し，ハイブリッド並列を用いて並列化
したときの並列計算機上（256 コア）での収
束性，並列性能を調査した．また，この並列
化手法を実用的な応力解析問題などに適用
し，その収束性，並列性能を評価した．つぎ
に，電磁界解析の実用問題を取り上げ，提案
した前処理手法および並列化計算手法を適
用し，従来よりも効率的であることを示した．
とくに，アルゴリズム上で現れる内積演算の
箇所を減らして通信時間を減らす技法を施
したアルゴリズムを提案し，GPU を用いた並
列計算でその有効性を明らかにした．  
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