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研究成果の概要（和文）：本研究では、代数体上で定義された等方的簡約線形代数群に対し、リシュコフ領域を
経由して数論的部分群による算術商の基本領域を構成するという新しいアプローチにより、一般線形群の極大数
論的部分群の作用に関する基本領域の具体的構成を行った。リシュコフ領域は極大放物的部分群に依存して定ま
る算術的最小関数から定義されるが、もとになる極大放物的部分群の取り方を変えることにより、異なる型の基
本領域が構成できる。とくにこの構成方法は，コルキン-ゾロタレフ簡約領域の一般化を与える。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we construct fundamental domains of arithmetic 
quotients of isotropic reductive groups over number fields by using Ryshkov domains. A Ryskov domain
 is defined by an arithmetical minimum function, which depends on a choice of a maximal parabolic 
subgroup. If we take different maximal parabolic subgroups, then we have different fundamental 
domains. In the case of general linear groups, we give explicit descriptions of several fundamental 
domains. Our construction gives a generalization of Korkine-Zorotareff reduction.  

研究分野：代数群の整数論
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１．研究開始当初の背景 
実数に成分をもつ一般線形群または特殊線
形群の簡約理論は、ラグランジュ、ガウス等
による２元２次形式の簡約の研究を端緒と
し、 任意の次元におけるエルミート、ミン
コフスキー、ボロノイ等の研究を経て、現代
的視点では簡約代数群の理論の枠組みで、数
論的部分群による算術商の基本領域を求め
ることと理解される。基本領域の古典的な構
成方法については、一般線形群の場合は、コ
ルキン-ゾロタレフ、ミンコフスキー及びボロ
ノイの簡約理論等がよく知られており、直交
群やシンプレクティック群等の典型群の場
合は、エルミート、ビアンキ、アンベール、
ジーゲル等による方法が知られている。代数
体上で定義された一般の簡約代数群につい
ては、代数群の理論の整備と共に、１９６０
年代前半にボレル、ハリッシュ-チャンドラ、
ゴドマン等によりジーゲル集合が導入され、
近似的な基本領域が構成された。ここで近似
的であるとは、領域による分割がタイル張り
ではなく、有限個の重なりを許容することを
意味する。この ボレル、ハリッシュ-チャン
ドラ理論は、数論的部分群の有限表示や算術
商のベイリー-ボレルコンパクト化、多変数保
型関数論における級数・積分の収束性の論証
に基本的な役割を果たし、一般論としての簡
約理論研究はここにひとまず収束した。その
後、基本領域構成や境界面の記述についての
研究は、それぞれ個別の群において、ファベ
ル、フランシス、パーカー、グレニエ、マク
ファーソン、マッコネル等で散発的になされ
ている。しかしながら、一般的理論としてボ
レル、ハリッシュ-チャンドラ理論を見直すと、
そこで構成されている基本領域は近似的な
ものであり厳密な意味での基本領域を与え
るものではないこと、また基本領域を与える
境界セルの記述や交叉状態が不明である等、
簡約理論における我々の知見は未だ限定的
であると思わざるを得ない。研究代表者は、
２０１１年～２０１３ 年に行った研究課題
において、格子球充填問題の領域で研究され
てきたリシュコフ多面体やボロノイの基本
定理に用いられたアイデアをもとに、ジーゲ
ル集合とは異なる視点から基本領域の一般
的構成方法を考案した。新しい構成方法は、
一般線形群の場合にはコルキン-ゾロタレフ
の簡約理論を包摂するとともに、それとは異
なるタイプの簡約理論も与えることができ
る。種々の簡約理論が同時に構成できるとい
う新しいアプローチにより、簡約理論の新た
な側面とこれまでよりも深い理解が得られ
ると考えたのが、この研究プロジェクトの動
機である。 
 
２．研究の目的 
これまでの研究により、代数体上定義された
一般の等方的簡約代数群の算術商に対し、研
究代表者により定義されたリシュコフ領域
を経由して、算術商の基本領域 が構成され

ることが解っている。リシュコフ領域は、極
大放物的部分群から定まるアデール群上の
高さ関数並びにそれから決まる算術的最小
関数により記述され、本質的に最初の極大放
物的部分群の選び方に依存する。言い換えれ
ば、極大放物的部分群の取り方を変えるたび
に、異なる型の基本領域が得られる。これら
の構成方法は一般的に記述できるが、個別の
群において領域の定義不等式を具体的に与
えるということに関しては、独自の計算を必
要とする。本研究の目的は、個別具体的な簡
約代数群について、これら種々の基本領域の
具体的記述とその性質を調べることである。
性質の中でとくに重要と考えられるのは、境
界面の有限性である。これは、構成された基
本領域の境界を与える等式は構成段階では
一般に無限個の等式の族で与えられるが、そ
の中の有限個の等式ですべての境界が記述
されるという性質である。この性質が我々の
構成方法でつねに満たされるのかどうかは
まだ証明できていないが、基本領域の具体的
記述がこの性質を示すための手掛かりにな
ると考える。 
 
３．研究の方法 
代数体上の一般線形群の場合を中心に、種々
の基本領域の具体的記述とその性質を調べ
た。一般論の中で定式化できる性質は研究代
表者が調べ、一般線形群に適用した際の具体
的計算は，大学院学生のリー ティム ウェン 
が行った。連携研究者の早田孝博は、境界面
の定義方程式を求める際に不可欠な情報で
ある最小点集合を計算するアルゴリズムに
ついて研究を進めた。研究代表者は２０１４
年７月に韓国で行われた研究集会と２０１
６年１月にドイツで行われた研究集会に参
加し，関連分野の専門家と討論・情報交換を
した。また関連する雑誌・書籍を購入し新し
い結果や方法についての情報集積を行うと
ともに、国内で開催された整数論、代数的組
み合わせ論など関連分野のセミナーや研究
会、日本数学会の学会に出席し、情報収集と
研究成果の報告を行った。 
 
４．研究成果 
(１) ２０１１年～２０１３ 年に行った研
究課題において、研究代表者は林琢磨、矢野
祥士との共同研究により総実代数体上定義
された一般線形群におけるリシュコフ領域
の記述とボロノイ簡約理論を完成させた。こ
の研究をもとにダン ヤサキは実２次体のケ
ースを詳細に調べ、１変数完全２次形式の同
値類がただ一つであるような実２次体は無
限に存在することを示した。これに関連して
研究代表者は小松弘幸との共同研究で、3 次
体でも同様なことが成り立つ、すなわち石田
族に属する 3次体では 1変数完全２次形式の
同値類はただ一つしかないことを示した。 
 
(２) ２０１１年～２０１３ 年に行った研



究課題において、研究代表者はボロノイ簡約
理論の考察をもとに、一般的な簡約代数群に
対しそのアデール群上でリシュコフ領域を
定義し、リシュコフ領域内にアデール群の算
術的商空間の基本領域が構成できることを
示した。この方法は、標準的な放物的部分群
を決めるごとに基本領域の構成を与えるの
で、簡約代数群の階数が２以上の場合は複数
の異なる型の基本領域が構成できるという
特徴をもつ。しかしながら、アデール群の基
本領域からそのアルキメデス付値部分とし
て現れる実リー群の算術商に対する基本領
域を構成し記述するには、独自の計算が必要
である、リー ティム ウェンは、任意の代数
体上の一般線形群に対しこの問題を考察し、 
次の結果を得た。代数体 k 上の一般線形群 
GL(n) のアデール群における各類に対応し
て、極大数論的部分群 Γ が定まる。このよ
うな Γの共役類の個数は k の類数に等しい。
以下その類数を h と表すことにする。 
① Qを GL(n)の任意の極大放物的部分群とす
るとき、GL(n,k)の Q(k)とΓによる両側剰余
類の個数はΓに依らず hに等しい。 
② GL(n)のアデール群の無限素点部分をGと
するとき、G/Γの基本領域が明示的に構成で
きる。この構成は、極大放物的部分群 Q と k
のイデアル類の代表の取り方に依存する。 
③ ②と同様に、アンベール形式の空間に対
するΓの作用に関する基本領域が明示的に
構成できる。この構成も極大放物的部分群 Q
と kのイデアル類の代表の取り方に依存する。 
④ 二つの極大放物的部分群が GL(n)の外部
自己同型写像によって移りあうときに, そ
れぞれに対応して②または③で構成される
二つの基本領域の間の関係が記述できる。 
以上の結果について、kの類数が1の場合は、
一般論の適用例として研究代表者が(④を除
き)示したものである。上に述べたリーの結
果はそれを類数が２以上の代数体に拡張し
たものである。また、k が有理数体で、Q が
一つの直線を保存する極大放物的部分群, 
すなわちレビ部分群が GL(1)と GL(n-1)の直
積と同型になる極大放物的部分群ならば、③
の明示的な基本領域はコルキン-ゾロタレフ
による基本領域と一致することが解る。この
意味で、我々の構成方法はコルキン-ゾロタ
レフ簡約理論を包含しており、さらに Qとし
て他の極大放物的部分群をとった場合には、
別の型の基本領域を具体的に得ることがで
きるという意味で、簡約理論に新しい知見を
加えた。過去の研究においては、対象とする
数論的部分群がｋの整数環に成分をもつ一
般線形群の場合に限定されていることがほ
とんどであるが，今回は任意の極大数論的部
分群についての結果を与えているという点
にも新規性がある。以上の成果について、研
究代表者はドイツのOberwolfach数学研究所
で開催された国際研究集会で報告を行い、リ
ーは京都大学数理解析研究所で開催された
国際研究種会で報告を行った。 

(３) ボロノイ簡約理論においては、完全２
次形式に関する格子の最短ベクトル集合を
求めることが、ボロノイの基本領域を具体的
に記述するための基本情報となる。この類似
として、我々が考案した簡約理論では、算術
的最小関数から各アデール群の元ごとに決
まる最小点集合が同様な役割を果たす。
GL(n)の場合は、最小点はグラスマン多様体
の元であり、最小点集合はグラスマン多様体
の有限部分集合として定義される。格子の最
短ベクトルを求めるアルゴリズムとしてＬ
ＬＬアルゴリズムがよく知られているが、最
小点を求めるための良いアルゴリズムは今
のところ知られておらず、それが境界面の研
究に対する障害、とくに具体例を計算する際
の障害となっている。早田孝博はこの数年間
上半空間のジーゲルモジュラー群の作用に
関するゴットシュリング基本領域の境界セ
ルについての研究を続けているが、最近この
研究に関連して最小点集合を求める一つの
アルゴリズムを見つけた。このアルゴリズム
についての研究と応用は今後の課題である
が、最小点集合の計算に有効性があると期待
される。 
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