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研究成果の概要（和文）：Lerch ゼータ関数の値列を係数に含む多変数超幾何型母関数に関しては，Lauricella
 の A 型多重超幾何関数に付随した形の母関数の定式化がほぼ満足できる形に達成された．本研究代表者はこの
母関数に関して，複素 $n$ 変数が適切な相互 order 条件を満たしつつ多重扇状領域内を $0$ に収束すると
き，及び $¥infty$ に発散するとき，それぞれの case について，完全漸近展開を導出することに成功してお
り，この成果からは母関数の高階導関数に対して，変数 $s$ が整数点にあるときの完全漸近展開や，$s$ が非
負の整数点のある場合には closed form の表示も得られる．

研究成果の概要（英文）：As for the multiple hypergeometric type generating functions for the values 
of Lerch zeta-functions, the head investigator has succeeded in formulating the expected generating 
functions (of several complex variables) for the values of Lerch zeta-functions, in the form of 
Lauricella (type A) multiple hypergeometric series. The major achievements of the present research 
include complete asymptotic expansions for these multiple generating functions when the variables $
(z_1,¥ldots,z_n)$ tend to $0$ and to $¥infty$, while suitable mutual order conditions on $z_j$'s are
 imposed, through an appropriate poly-sector. These asymptotic expansions further yield: 1) 
asymptotics for higher derivatives of the generating functions when the variable $s$ is at any 
integer point; 2) closed form evaluation of the generating functions when $s$ is at any non-positive
 integer point; 3) asymptotics for two variable analogues of the classical trigonometric sums 
treated in [Hardy-Littlewood (1936)].

研究分野：解析的整数論

キーワード： generating function　zeta-function
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１． 研究開始当初の背景 

本研究代表者は，１９９６年～２０００年
頃にかけての研究で，Riemann ゼータ関数
の値列を係数に含む（１変数）超幾何型母関
数を定式化し，その  Euler 型積分表示，
Mellin-Barnes 型積分表示等の解析的性質
を見出した．このゼータ関数の値列の超幾何
型母関数は，ゼータ関数由来の変数 $s$，及
び超幾何関数由来の変数 $z$ を同時に有し
ているが，上述の解析的性質を用いることで，
この超幾何型母関数に対して，特に変数 

$z$ が扇状領域  $|¥arg z|<¥pi$ 内を， 

$z¥to0$ となるとき，及び $z¥to¥infty$ な
るとき，それぞれの場合における完全漸近展
開を確立した．この，結果からは，変数 

$s$ が整数点にあるときの母関数の特殊値
の closed form の明示式等，種々の新知見が
得られた． 

この研究の方向性では以降，$z$ が１変数
という状況の下で，後継の研究が様々な 

aspect において実行されたものの，本研究開
始時点では，１変数 $z$ を多変数化し，多
重超幾何関数との関連でゼータ関数の母関
数を捉えるという視点は存在していなかっ
た．  

２． 研究の目的 

本研究では，項目１．に述べた問題意識にお
いて，差し当たりは，Riemann ゼータ関数
や Hurwitz ゼータ関数等，典型的なゼータ
関数をその特殊な場合として含む Lerch ゼ
ータ関数に対して，その値列を係数に含む多
変数超幾何関数型母関数の広範なクラスを
定式化し，先ず，１変数の場合と同様な 

Euler 型積分表示や Mellin-Barnes 型積分
表示を多変数の場合に確立し，それを用いて，
超幾何型母関数の漸近的挙動を解析するこ
とが第一の step となる． 

次いで，値列を生成するゼータ関数を正
則・非正則 Eisenstein 級数等，主に２重級
数で定義されるゼータ関数のクラスに拡大
し，同様の問題意識において解明を進める． 

 更には，値列を生成する関数がテータ関数
である場合にも，適切な多変数超幾何型母関
数のクラスを定式化する可能性を探るとと
もに，定式化が実現した場合には，ゼータ関
数・テータ関数それぞれの多変数超幾何型母
関数の相互連関への洞察を醸成することを
目指す． 

３． 研究の方法 

 項目２．に述べた Lerch ゼータ関数の値
列を係数に含む多変数超幾何型母関数の定
式化においては，本研究代表者が以前，多変
数 Shintani ゼータ関数の挙動解明に際し
て発見した，Lauricella（A 型）多重超幾何
関数を積分核に含む新種の Mellin-Barnes 
型積分が極めて有効である．実際，上述の多
変数超幾何型母関数は，複素 $n$ 次元 の変
数を持つ Lauricella（A 型）多重超幾何関
数及び，異なるパラメタを持つ２つの Lerch 
ゼ ー タ 関 数 の 積 を 被 積 分 関 数 に 含 む 

Mellin-Barnes 型積分表示を持ち，この積分
表示の複素平面内の鉛直方向積分路を左右
に移動して被積分関数の極からの留数を拾
い上げることで，極めて自然な形に，変数 
$(z_1,\ldots,z_n)$ が相互に適切な order  
を保ちつつ多重扇状領域内を $0$ に収束す
るとき，及び $\infty$ に発散するとき，そ
れぞれの case の完全漸近展開を導出する
ことが出来る． 
以上の手法を研究展開における指導原理

として，Eisenstein 級数やテータ関数の値
列を係数に含む多変数超幾何型母関数の定
式化や挙動の解明を行う． 
４．研究成果 
 項目２．に述べた Lerch ゼータ関数の値
列を係数に含む多変数超幾何型母関数に関
しては，Lauricella の A 型多重超幾何関数
に付随のする母関数の定式化はほぼ満足で
きる形に実現している．本研究代表者はこの
母関数に関して，項目３で述べたパラメタが
適切な多重扇状領域内を $0$ に収束すると
き，及び $\infty$ に発散するとき，それぞ
れの case について，完全漸近展開を導出す
ることに成功しており，この成果からは，母
関数の高階導関数に対して，変数 $s$ が整
数点にあるときの完全漸近展開や，$s$ が非
負の整数点にあるときには closed form の
表示式も得られる．更にはこの成果を，応用
することで，[Hardy-Littlewood (1936)] に
おいて導入・研究されたある種の三角級数の
自然な２変数版の定式化も可能となり，その
漸近的挙動や特殊値についても究明が進み
つつある． 
 次に，Eisenstein 級数の値列を係数に含
む母関数については，その解明に先立って， 
現状では Eisenstein 級数自体の漸近的挙
動の究明や２変数化の方向への研究が充分
に進んでいないという事情に鑑み，これに密
接に関連するテーマとして，複素２変数２重 
正則 Eisenstein 級数の完全漸近展開を導
出した．今後は，ここで得られた完全漸近展
開式を clue として，Eisenstein 級数の値
列に付随した多変数超幾何型母関数の定式
化を目指したいと考えている． 
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