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研究成果の概要（和文）：新たに発見した高次元双対超卵形S_c(l,GF(2r))を用いて単連結な高次元双対超卵形
（DHOと略記）で同型でない例を大量に構成することが出来た。それらのDHOの間に成り立つ被覆する/される関
係を数c,l,rを用いて記述することに成功し，それらのDHOの自己同形群も決定することが出来た。また（１個
の）可換な半体を用いてDHOを構成することに成功しそれらの間の同型問題を決定した。この構成方法を有限個
の必ずしも可換でない半体にまで拡張し，さらにある条件のもとでそれらの同型問題を決定した。最後に，ある
Bent関数を用いた（それまで知られていなかった）２次的なAPN関数の構成にも成功した。

研究成果の概要（英文）：We discovered a family of dual hyperovals S_c(l,GF(2r)), where l, r integers
 and c an element of the field GF(2r). Using these dual hyperovals S_c(l,GF(2r)), we construct many 
simply connected examples which are not known before. We describe the cover and quotient relations 
among them using elements c and the integers l and r, and determined the automorphism groups of 
them. Next we construct dual hyperovals using a commutative presemified and determined the 
isomorphism problems among them. By extending this idea, we also construct dual hyperovals using 
many presemifields which may not be commutative. We determined the isomorphism problems among them 
under the specific conditions, such as the presemifields are not isotopic to commutative 
presemifields. Lastly, we construct a quadratic APN function using a bent function of special type. 
Only two examples of such constructions were known before. It is proved that our construction are 
not equivalent to the former two examples.  

研究分野：代数的組合せ論

キーワード： 代数学　代数的組合せ論　有限幾何学　高次元双対超卵形　APN関数
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１． 研究開始当初の背景 
 
高次元双対超卵形(DHO と省略する)の定
義はHuybrechtsと Pasiniによって 1999年
に与えられ，当初の線形群の幾何との関連だ
けでなく有限体上の(秘密鍵暗号の設計に関
わる)APN関数, bent関数や o-多項式と関係
すること・有限射影平面に関係する Spread
や符号と関係することが次々とわかってき
ていた。さて d-次元 DHOの生成する空間の
次元 nは 2d+1と(d+1)(d+2)/2の間であると
考えられているが n=(d+1)(d+2)/2（生成空間
の最大次元）の場合 4個のDHO (Huybrechts 
DHO, Buratti-Del Fra DHO, Veronesean 
DHO, Taniguchi DHO(筆者の構成したも
の))の存在が知られている。n=2d+1 および
2d+2 の場合の DHO については多くの研究
があり熱気を持って調べられて来ていた。例
えば Kantor と Dempwolff が Symplectic 
spread や Orthogonal spread との関係を活
用して, 2d+2次元の生成空間をもつ非同型な
DHO を大量に構成していた。しかるに , 
2d+2<n<(d+1)(d+2)/2 の場合については
（n=(d+1)(d+2)/2のDHOの射影による像に
なっている場合を除き）当時 DHOの存在自
体すら全くわかっていなかった状況であっ
た。このような DHOの存在を確かめるため
に（n=(d+1)(d+2)/2の DHOの射影による像
にはなっていない）多くの DHOの例を構成
しそれらの性質を調べることが必要とされ
ていた。 
 
２． 研究の目的 

 
研究を開始した当時，筆者はそれまで知られ
て いな かっ た生 成空 間の次元 n が
2d+2<n<(d+1)(d+2)/2をみたすような一連の
DHO (以降「S_c(l,GF(2 r)」と表します。こ
こに cは有限体 GF(2 r)の元，lは自然数。) を
ちょうど発見し，その具体例を手がかりとす
ることによって (当時は全くわかっていなか
った) 生成空間の次元の高い DHO の研究を
進めていく方針であった。 またこの DHOは
有限体上の(一般化された)APN 関数から構
成された DHOに近い性質を持っていたため， 
APN 関数に似た有限体上の関数を発見でき
るのではないかという期待もあった。 
 
３．研究の方法 
 
以下のような方法で研究を行うことを考え
ていた。 
（１）当時新たに発見したばかりの生成空間
の次元の高いDHO達の性質を十分調べていく。 
また自己同型群を計算することにより生成
空間の次元の高い DHO 達の性質を調べる。 
（２）新たに発見した生成空間の次元の高い
DHO 達と同様の構成の可能性を探究する。 
（３）構成された DHO から有限体上の関数を
構成する。 

（４） 有限体上の関数と生成空間の高い DHO
との関係を追求する。 
 
研究を開始した当初は以上のように考え
ていたわけだが、結果としては，1 番につい
ては研究が進み期待もしていなかった成果
を得ることが出来た。２番については１番の
構成と標数2の半体を結びつけることにより
半体の性質を利用した多くのDHOの構成を発
見することが出来た。しかし１番と２番の研
究（特に２番の研究）が思いがけずに進展し
たため多くの時間をそちらに振り向けたこ
ともあり，３番と４番については研究期間の
最後の方まで思うように時間をかけること
が出来ず，研究期間が終わりに近づいた頃よ
うやく今まで知られていなかったAPN関数の
属を発見することが出来た次第であった。
（なおこの発見に続き現在研究は次の段階
に進んでいる。） 
このように当初予定した研究方法通りに
は行かない部分もあった。しかし筆者の研究
は（予定した方向以外の）別の方向にも発展
し，結果として多方面の成果を得ることがで
きたと考えている。 
 
４．研究成果 
 
以下のように多方面の成果を得ることが出
来た。 
 
（１）単連結な DHO に関しては当時「限られ
たタイプの数種類のもの」かつ「生成空間の
次元が非常に低いもの」しか存在がわかって
いなかった。筆者の構成した族に属する DHO
である 「S_c(l,GF(2 r)」 がある簡単な条
件を満たせば単連結という性質を満たすこ
とを見いだし，その結果非常に多くの非同型
な，しかも生成空間の次元が高い，単連結な
DHO を見いだすことが出来た。さらにこの単
連結な DHO に対して Dempwolff-Edel による
DHO の Extension という方法を用いると，さ
らに次元の高い生成空間をもつ，非同型な単
連結DHOの例が非常に多く構成できることが
わかった。(対称で双線形な DHO に対しては 2
段階まで Extension という方法が適用でき
る。) 
 
（２）筆者の構成した DHO の族である
「S_c(l,GF(2 r)」の自己同型群を決定する
ことが出来た。この証明は細かい点で非常に
微妙な議論を必要とし証明は長い。また c=1
の場合と cが 1でない場合では，性質に大き
な違いがあるがあることがわかった。 
 
（３）筆者の構成した DHO の族である
「S_c(l,GF(2 r))」に属する２つの DHO 達
「S_c1(l1,GF(2 r1)」と「S_c2(l2,GF(2 r2)」
が，(c1 と c2 がガロア群の作用により互いに
移り合いさらに) 整数「l1,l2」と「r1,r2」
に関するある簡単な条件を満たせば、互いに



被覆する（被覆される）という関係があるこ
とを発見した（必要十分条件）。また被覆す
る（される）という関係にある場合の自己同
形群の関係も決定した。 
 
（４）標数 2の可換な半体(SemiField)から, 
S_c(GF(2 r),l)の構成と似たような方法を用
いて新しい高次元双対超卵形が構成できる
ことを発見し, それらの性質を調べた。特に
構成に使用する可換な半体達が Kantor の構
成した半体達である場合には, それから高
次元双対超卵形が構成される条件, および
それら高次元双対超卵形達が同型であるた
めの簡明な必要十分条件を見いだした。 
 
（５）（４）の可換な半体から DHO を構成す
る方法を拡張し，３個の半体（そのうち２個
は可換な半体，もう一つの半体は可換で有る
必要がない）から新たな高次元双対超卵形が
構成できることを見いだした。さらにある仮
定の下に３個ずつの半体（全部で６個）から
構成された２個の高次元双対超卵形が同型
で有るための必要十分条件を見出した。さら
に特に Kantor の可換な半体および Albert の
半体を利用して構成した上記の高次元双対
超卵形について，非常に具体的な同型判定条
件を与えた。これは Jha, Jhonson, Biliotti
による Albert の半体に関する詳しい研究
（1999 年）を利用している。 
 
（６）Taniguchi の高次元双対超卵形といわ
れている, 筆者が 2009 年に発見した高次元
双対超卵形について，その構成を一般化する
ことによって今まで知られていなかった高
次元双対弧（族のメンバーの個数が DHO より
少ない）が構成できた。この双対弧は今まで
知られていない興味深い加法公式を持って
いることを示した。 
 
（７）（５）の構成方法をさらに拡張し，任
意有限個の半体（その一部は可換な半体であ
る必要が有る）から DHO を構成する方法を発
見した。この構成方法は「可換な半体を用い
るパート」と「可換で有る必要がない半体を
用いるパート」の両方が必要で，また「可換
な半体のパートの番号付に対応した可換で
有る必要がないパートの半体の番号付」が自
然に定まっている。この構成により得られた
DHO の同型問題を以下の特別な場合に解決し
た。①（DHO を構成する半体の内「可換な半
体のパート」が互いにイソトピックでない場
合）2 つの DHO が同型となる必要十分条件は
「可換な半体のパート」の半体達の間にうま
く対応をつけると対応する可換な半体達が
イソトピックでありかつ「可換で有る必要の
ない半体のパート」についても（その対応に
より）イソトピックまたは反イソトピック
（積の順を逆にするとイソトピック）になっ
ていることである。②（DHO を構成する半 
体の内「可換で有る必要がない半体のパー

ト」の半体達がすべて非可換である場合）2
つの DHOが同型となる必要十分条件は対応す
る非可換な半体達が互いにイソトピックま
たは反イソトピックであることである。 
 
（８）特別な bent 関数 B(x,y)=xy を用いた
２次的な APN 関数を構成した。特別な bent
関数 B(x,y)を用いた構成は以前に２例
(Carlet氏による例およびZhu-Pott氏達によ
る例)が知られていたが、特別な有限体上に
おいては今回発見したAPN関数の構成は以前
知られていた２例と本質的に異なるという
ことをコンピュータを用いて示した。また同
様の構成方法で（非可換な）半体が構成でき
ることも示した。 
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