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研究成果の概要（和文）：射影多様体の埋め込みの構造とその定義方程式の関係について研究を行った． 射影
空間の点でそこからの線形射影が像と双有理にならない点を射影多様体Xの非双有理中心点と呼ぶ． 本研究で
は，第一に，射影多様体Xの外の非双有理中心点の集合B(X)とXの内の非双有理中心点の集合C(X)が空でない場合
を特徴付けた．応用として，次元n,余次元e,次数dの非特異射影多様体の正則数の上限を，e(d-e)+1以下である
と改善した．第二に，これを利用してC(X)が１次元の場合の正則数は，幾つかの例外を除き，d-e+1以下になる
ことを証明した．更に，これらの研究の間接的な応用として，行列の部分行列式についての結果を得た．

研究成果の概要（英文）：We studied the relation between the embedding structute of projective 
varieties and their defining equations. For a projective variety X, a point of the projective space 
is called a nonbirational center of X if the linear projection from it induces a nonbirational map 
onto its image. By B(X) and C(X), we denote the set of nonbirational centers outside of X and inside
 of X respectively. We call B(X) and C(X) Segre locus and inner Segre locus respectively. In this 
study, first we give a characterization of a projective variety X with nonempty B(X) and C(X). As 
one of applications of this result, we have improved the result on Castelnuovo-Mumford regularity 
for smooth X of codimension e and degree d by showing that the regularity is at most e(d-e)+1. 
Second we show that the Castelnuovo-Mumford regularity of X with 1-dimensional C(X) is at most d-e+
1. Moreover, as an application of these studies, we have a result of maximal minors of a matrix with
 homogeneous linear forms as entries.

研究分野：代数幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
この研究は，射影多様体の埋め込みに関する
不変量 regularity (カステルヌーボマンフォ
ー ド 正 則 数 ， Castelnuovo-Mumford 
regularity)の解明を目指した課題である． 
正確には，N 次元射影空間 PNの射影多様体
Xがm-regularであるとは，Xのイデアル層
IXを直線束OP(1)でm-i回テンソルを取ったも
のについて 
(Cm)「Hi(PN,IX(m-i))=0 (全ての i>0)」 
が成立することである．そして，(Cm)が成立
する最小のmが Xの regularityである． 
 大雑把にいえば，regularityとは，幾何学的
には，射影空間の超曲面束がどの位大きな次
数のときに，射影多様体の完備な線形束を引
き起こすかを表す量であり，代数的には，射
影空間内での定義方程式の次数やその関係
式である syzygies の次数の上限を表す量と
なっている．したがって，regularityは，射
影多様体の幾何学的側面と代数的な側面を
結びつける重要な不変量となっている．  
 この regularityについて，次の未解決な予
想がある： 
予想「いかなる超平面にも含まれない PNの
次数 d，次元 n,余次元 e=N-nの射影多様体 X
については，m=d-e+1について(Cm)が成立す
る」． 
 こ の 予 想 は ， 代 数 曲 線 の 場 合
[Gruson-Lazarsfeld-Peskine1983]と非特異
複素代数曲面の場合[Lazarsfeld1987]に，正
しいことが証明されているが，それ以外の場
合については，いろいろな仮定をつけた場合
にいくつかの結果が知られているが，n≧3
の場合には，現時点で未解決のままである． 
 本研究の研究代表者はこれまでの研究に
おいて，射影多様体 Xに対する次の条件 
(Am) Xに含まれない PNの直線 LとXとの交
点数の上限はmである； 
(Bm) Xは，Xを含む次数 m以下の超曲面の
共通部分と集合論的／スキーム論的／イデ
アル論的に一致する； 
(Dm) PNのm次以上の超曲面のなす線形束は
射影多様体 X上で完備である； 
に着目して研究を進めてきた． 
というのは，Castelnuovo-Mumford の一般
論により 

(Cm) → (Bm) → (Am),  (Cm) → (Dm-1) 
が成立するので，予想(Cd-e+1) を調べようと
するためには，(Ad-e+1), (Bd-e+1), (Dd-e)が成立
するか調べることが自然な問題となると考
えられるからである．更に，拡張された
regularity予想においては，mが d-e+1に十
分に近い場合には(Am)→(Cm)も成立するとも
予想されているので，これらの相互関係を調
べることは重要であると考えたからである． 
実際，このようなアプローチのもとで，
(Ad-e+1) に つ い て は ， [Bertin2002] と
[Kwak2005]による先行研究がありそれを受
けて，[Noma2005]と[Noma2009]では，射影
多様体が Cohen-Macaulay 的な場合に

(Ad-e+1)が成立することを証明し，さらに多重
割線と切断種数の関係を明らかにしてきた．
しかしながら，一般の特異点を持つ場合には，
(Ad-e+1)が得られておらず，(Bd-e+1)を示すこと
で，これを解決できないかと考えてきた．  
 (Bd-e+1)については，[Noma2010]において，
線形射影で超曲面を構成する方法によって
研究を行ってきた．これにより，非双有理中
心点の集合であるセグレローカスという集
合を調べることが重要であると分かってき
た．非双有理中心点とは，その点からの射影
が射影多様体Xとその像との間に双有理写像
を引き起こさない点をいう．このとき，セグ
レローカス B(X)とは，Xの外の非双有理中心
点の集合で，インナーセグレローカス C(X)
とは，Xの非特異点である非双有理中心点の
集 合 を い う ． B(X) は ， [Segre1936], 
[Segre1937], [Calabri-Ciliberto2001]によっ
て研究され，有限個の線形部分空間の和集合
であることが示されている．  
 本研究課題の代表者の以前の研究課題の
成果[Noma2010]では，「これらの超曲面の共
通部分は，射影多様体とそのセグレローカス
の和集合となる」ことが示されたので，「セ
グレローカスが空集合とはならない射影多
様体を特徴づける」ことや「セグレローカス
と射影多様体を分離する超曲面をどのよう
に探すか」ということが次の研究課題である
ことが明らかになってきた． 
 他方で，射影多様体の非双有理中心点の研
究から着想した，射影多様体の二重点因子の
豊富性の結果も C(X)の研究と関わっている． 
非特異射影多様体 Xに対して，その二重点因
子とは，H を超平面切断因子，KX を標準因
子とするとき，因子(d-n-2)H- KXのことであ
る．ただし，dは Xの次数，nは Xの次元を
表す．これまで，Mumford によりこの因子
は固定点を持たないことが示され，更に，
[BoIlic2001]により，この因子は豊富である
ことが証明されていた． C(X)の研究の際に，
非双有理中心でないXの点 xを選ぶとそれに
対して，十分に一般の内点が張る線形部分空
間からの線形射影は，選ばれた点 xで埋め込
みとなることが分かっていた．この線形射影
を用いて，(d-n-2)の部分を小さく取りかえる
というアイディアで，幾つかの例外を除くと，
(d-n-e-1)H- KXはC(X)以外では固定点を持た
ないこと，その結果として，(d-n-e)H- KXは
豊富であることが，本研究課題の代表者の以
前の研究により，予想されていた．他方，C(X)
が本当に固定点となるかどうかという問題
に関して，C(X)の１次元以上の成分は，C(X)
の構造定理と[BoIlic2001]を合わせることに
より，実際に固定点となることが分かってい
た．しかし，C(X)が０次元の成分について，
固定点となるかどうかについては，不明であ
った． 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，これまで研究からその重



要性が明らかになってきたセグレローカス
B(X)やインナーセグレローカス C(X)の構造
を調べることである．これを通して，射影多
様体の埋め込みの構造の解明を行うこと，特
に，研究開始当初の背景にあげた条件 
(B d-e+1) Xは，Xを含む次数 d-e+1以下の超
曲面の共通部分と一致すること； 
(Dd-e) PNの d-e次以上の超曲面のなす線形束
は射影多様体 X上で完備であること； 
が成立することを示すことである．特に，
B(X)や C(X)が空でない場合について研究す
ることである．さらには，関連する(Ad-e+1), 
(Cd-e+1)が成立することを示すことである．そ
のために，着手しやすい幾つかの場合の Xに
ついて先ず証明しようとすることを目標と
した． 
 
３．研究の方法 
 これまでの研究によって，セグレローカス
B(X)やインナーセグレローカス C(X)は，幾つ
かの線形部分空間を既約成分とする和集合
からなり，空集合でないB(X)やC(X)を持つ n
次元射影多様体は，その一つの既約成分の線
形部分空間を頂点とする(n+1)次元の錐に含
まれる，従って錐の上の余次元１の部分集合
であることがわかっている．従って逆に，
(n+1)次元の錐の余次元１の代数的な集合の
うちでどのような場合にその頂点集合がセ
グレローカスやインナーセグレローカスと
なるかを調べることが問題となる．頂点集合
である線形部分空間が一つのセグレローカ
スとなっている例を作ることは容易である
が，複数持つ場合やその線形部分空間に沿っ
て密な集合が非特異点となるインナーセグ
レローカスを持つ場合を構成することはそ
れほど容易ではなく，このような例は強い特
徴を持っていると考えられるため，このよう
な例を構成し逆に特徴づけるという方針の
もとで研究を進めた． 
(1)セグレローカスを持つ射影多様体の特徴
づけ 
 セグレローカスやインナーセグレローカ
スを持つn次元射影多様体は強い特徴を持つ
と考えられる．特に複数の既約成分がある
B(X)や C(X)をもつ射影多様体の構成につい
て考察をおこなった．本研究課題の研究代表
者のこれまでの研究課題で，B(X)として１次
元以上の線形部分空間を２つ持つ射影多様
体の構成はできているので，その特徴づけに
ついて考察をおこなった． 
(2) セグレローカスを射影多様体から分離す
る射影空間の超曲面の構成 
B(X)や C(X)を持つ n 次元射影多様体は，そ
の一つの既約成分の線形部分空間を頂点と
する(n+1)次元の錐に含まれることがわかっ
ているので，その錐から射影多様体を分離す
る超曲面の構成について考察を行った．特に，
B(X)や C(X)を分離する低い次数の超曲面の
構成に着目して研究を進めた． 
  

４．研究成果 
(1) セグレローカスやインナーセグレロー
カスを持つ射影多様体の特徴付け 
 セグレローカス B(X)やインナーセグレロ
ーカス C(X)の既約成分として，線形部分空間
を持つ射影多様体の特徴付けが得られた．特
に，線形部分空間の次元を Xの特異点集合の
次元で評価することができた．これにより，
X が非特異の場合には，B(X)は高々有限個の
点の和集合であり， C(X)は一つの直線と幾
つかの有限個の点の和集合か有限個の点の
和集合であることがわかった．これをもとに
して，これまで得られていた次数 dで余次元
e の n 次元非特異射影多様体についての
regularity の評価を改善することができた．
実際，それまでの最良の X の regularity評
価は，[Bertram, Ein, Lazarsfeld] による
X は ed-e+1 であったが，これを e(d-e)+1 と
することができた．これらを雑誌論文①とし
て発表予定となった．（この成果は，前回ま
での研究の継続も含んでいる．） 
 
(2) Roth varieties の regularity の評価 
 C(X)が１次元以上である非特異な射影多
様体として特徴づけられる Roth variety X
に対して，regularity を評価した．Xは直線
を頂点とする有理スクロール上の錐の因子
になっていることがわかっている．そこで，
有理スクロールの次数を a，因子としての次
数を m とするとき，これらを用いると Roth 
variety X は(d-e+1+((1-e)m+a-2))-regular 
となることを証明した．この結果は雑誌論文
②として発表した（この成果は，前回までの
研究の継続も含んでいる．）一方，実際には，
(1-e)m+a-2>0 の 場 合 も 含 め て X が
(d-e+1)-regular であることが期待される．
そこで， n,a,m が小さい場合の X について，
計算機を用いたランダム係数による実験を
行って，この予想が正しいことの裏付けを行
った．しかし，予想が正しいことの証明は今
後の研究課題となった． 
 
(3) C(X)が点であるconical rational scroll
の二重点因子の固定点について 
 次数d,余次元eのn次元非特異射影多様体
Xについて二重点因子(d-n-e-1)H-KXは，幾つ
かの例外を除くと C(X)以外に固定点を持た
ないことが示された．これは前回までの研究
課題の結果も含む成果であり，これを雑誌論
文⑤として発表した．そこで次に，実際に
C(X)が固定点となるかどうかを調べること
が問題となる．ここでは，C(X)が一点集合で
ありその点からの線形射影が有理スクロー
ルとなる場合について，C(X)が固定点となる
かを調べた．そして実際には二重点因子
(d-n-e-1)H-KX に対応する完備線形束は固定
点を持たないこと，更には，より強い結果と
して(d-n-e-1-ε)H-KX （ε≦(a-2)(m-2)）が
固定点を持たないことを示した．ここで，有
理スクロールは c1=a の P

1のベクトル束に対



応し，X はその m 次因子であるとする．この
結果は，現在プレプリントの形になっている． 
 また，上の(1),(2),(3)を含めたこれまで
の研究の概観について，口頭発表する機会を
得た．さらにその内容について，その報告集
である雑誌論文④にまとめて発表した． 
 
(4) 全射行列の Maximal minor の生成するイ
デアル 
N 変数 X1,．．．,XNの１次同次式を成分とす
るm×(m+k)行列がアファインN次元空間上で
原点を除き全射である場合には，行列の m次
小行列式の作るベクトル空間が N+1 変数の m
次同次式全体のベクトル空間と一致するか
という問題を肯定的に解決した．この問題は，
微分方程式の Korn の不等式の研究からの問
題で，その解決のためには regularity の研
究 の た め の 一 つ の 道 具 で あ る
Eagon-Nothcott 複体が使われる．この成果を
雑誌論文③として発表した． 
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