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研究成果の概要（和文）：面型楕円量子群U_q,p(gl_N)のL-作用素の量子行列式や小行列式を定式化し, L-作用
素の量子行列式がU_q,p(gl_N)の中心元を与えることを明らかにするとともに, U_q,p(gl_N)のハーフカレントの
量子小行列式による表示を導出した. また, U_q,p(gl_N)とFelderの楕円量子群の中心拡大E_q,p(gl_N)との同型
の証明を完成した. さらに, U_q,p(sl_N)のレベル1表現の繋絡作用素を用いてその合成積のトレースを取ること
により面型楕円q-KZ方程式の形式的楕円超幾何積分解や重み関数を導出した.

研究成果の概要（英文）：We have formulated the quantum determinant as well as the quantum minor 
determinants of the L-operators for the face type elliptic quantum group U_q,p(gl_N). We have also 
obtained a formula for the elliptic half currents in terms of the quantum minor determinants. We 
then have completed a proof of the isomorphism between U_q,p(gl_N) and the central extension E_q,p
(gl_N) of Felder’s elliptic quantum group. In addition, we have obtained  formal elliptic 
hypergeometric integral solutions to the face type elliptic q-KZ equation and associated elliptic 
weight functions by considering the traces of the product of the intertwining operators of the 
level-1 U_q,p(sl_N)-modules.

研究分野：数理物理学、表現論
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１. 研究開始当初の背景
(1) 楕円量子群とは, ヤン・バクスター方程式の
楕円関数解を構造関数とする関係式によって定
まる無限次元の双代数である. 特に, 代表者らが
定式化した面型楕円量子群 Uq,p(g)は, Drinfeld
型生成子によって定式化されるホップ亜代数で
あり, アフィン リー環のループ代数による実現
の自然な拡張になっている [K,JKOS,K09]. これ
までの研究により, 有限次元, 無限次元の表現や
繋絡作用素 (頂点作用素)の構成, Uq,p(g)の楕円
カレント (生成元の母関数)と変形W 代数の遮
蔽作用素の同定 [K,JKOS], 面型の楕円関数型可
解格子模型の代数解析的定式化 [JKOS, KKW,
CKSW])や, 楕円超幾何級数 12V11 の表現論的
導出 [K09]などを行ってきた.

(2) 楕円 Ruijsenaars 模型とは, 楕円関数を係
数とする差分作用素の可換族によって定まる量
子可積分系であり, その三角関数型への極限は
Macdonald差分作用素を与える.
三角関数型の場合, 固有値問題はMacdonald

対称関数を固有関数として完全に解かれており,
Macdonald対称関数自体も量子群やアフィンヘ
ッケ環, 変形W 代数に基づいて, 次のような 3
通りの表現論的な定式化がなされている.

• 量子群の中心元と繋絡作用素の合成積のト
レースとしての定式化 [EK,Mi1]

• 変形W 代数の特異ベクトルとしての定式
化 [MY,AOS]

• q-KZ 方程式の解との対応 (Cherednik-
Matsuo 対応の量子群版) を用いた定式化
[Ch,Ka,,Mi2]

これに対して, 楕円Ruijsenaars模型の固有値
問題は, 模型の定式化以来３０年近く未解決で
ある. 上に挙げた三角関数型の場合の３通りの
定式化は, 楕円関数型の場合へも拡張可能であ
ると期待されており, 解決へ向けての重要な手
がかりを与える.

２. 研究の目的
代表者らが定式化した楕円量子群 Uq,p(g)の L
作用素や有限次元・無限次元表現と連携研究者
の野海によるアフィン ヘッケ環の楕円化の実現
に基づいて, 三角関数型の場合の上記 3通りの
定式化を統合し楕円関数型に拡張する枠組みを
構築し, 楕円Ruijsenaars模型の固有値問題の解
決,特に,固有関数として期待されるMacdonald
対称関数の楕円関数類似の定式化を目指す.
具体的には, Uq,p(ĝln) の中心元を構成し, 変

形W 代数との臨界レベルでの同型 (Drinfeld予
想の拡張)の確立や, 中心元から構成される可換
な作用素の族による楕円 Ruijsenaars模型の再
定式化, 三角関数型の場合に見出されている変
形W 代数の特異ベクトルとしてのMacdonald

対称関数の定式化や Cherednik-Matsuo対応の
楕円関数類似の構築などを目指す.

３. 研究の方法
(1) 楕円量子群 Uq,p(g)の表現の整備：
将来的な BCn 型ルート系への拡張を見据え

て, 楕円量子代数 Uq,p(g)の定式化を捩アフィン
リー環 g = A

(2)
2n , A

(2)
2n−1, D

(2)
n+1 などの場合へと

拡張し, 有限次元および無限次元表現を具体的
に構成する. また, Uq,p(g)-加群の繋絡作用素の
実現や変形W -代数の生成母関数の導出を行う.

(2) Uq,p(ĝln)の中心元の構成とDrinfeld 予
想の解決:
Drinfeld-Reshetikhin による量子群の中心の

構成を, Uq,p(ĝln)のようなダイナミカル パラメ
ターをもつ量子群の場合へと拡張し, L作用素
による中心元の構成を行う. さらに, L作用素を
自由場表現（脇本表現）[K]することにより, 臨
界レベルにおける中心元と変形W 代数との同
型（Drinfeld予想の拡張）を示す.

(3) Uq,p(ĝln) の中心元による楕円 Ruijse-
naars模型の再定式化
三角関数型の場合の Etingof-Kirillov[EK] や

連携研究者の三町 [Mi1]の結果を拡張して, 楕円
量子群 Uq,p(ĝln) の中心元や繋絡作用素に基づ
いて楕円 Ruijsenaars模型を再定式化し, Mac-
donald対称関数の楕円関数類似を繋絡作用素の
トレースとして実現する.

(4) 変形W 代数の特異ベクトルとしての定式化
(2), (3) に基づいて, 楕円量子群 Uq,p(ĝln)の

中心元と変形W 代数, 楕円 Ruijsenaars模型の
関係を明らかにし, Uq,p(ĝln)の楕円カレントと
して得られる遮蔽作用素から変形W 代数の特
異ベクトルを導く. これを種にして楕円関数的
な拡張を考え, 楕円Macdonald対称関数の積分
表示式を求める.

(5) Cherednik-Matsuo対応の楕円関数類似
の構築
楕円 R行列と楕円アフィン ヘッケ環の対応

に基づいて [Ch,Ka]の結果を拡張し, 楕円量子
群Uq,p(ŝln)の表現により導かれる楕円量子KZ
方程式の解と楕円アフィン ヘッケ環より導かれ
る楕円 Ruijsenaars模型の固有関数との対応を
定式化する. また, (4)の結果を踏まえて [Mi2]
を拡張し, 両者の積分表示式の対応関係として
も明示的に与える.

４. 研究成果
(1) 楕円量子群 Uq,p(B

(1)
N )の Drinfeld余積

と変形W 代数
前年度に得た Uq,p(ĝ)の楕円カレントに対す

るDrinfeld余積の定式化及び単線連結型の ĝの
場合の変形W 代数との関係を示した成果を拡



張して, ĝ = B
(1)
N の場合に Drinfeld余積に基づ

く新しい繋絡作用素を導出し,その合成積として
対応する B

(1)
N 型の変形W代数の生成母関数の

候補を導出した. これは, コセット型のW 代数
である Fateev-LukyanovによるWBN 代数の量
子変形を与えると期待される. 実際に得られた
ものが, Uq,p(B

(1)
N )の楕円カレントから構成され

る遮蔽作用素と可換になることのチェックは現
在進行中である.

(2) Felderの楕円量子群の中心拡大Eq,p(ĝln)

の定式化とその Uq,p(ĝln)との同型の証明

⃝1 Felder によって, Faddeev-Reshetikhin-
Semenov-Tian-Shansky-Takhtajan
(FRST) 形式に基づいて定式化された
面型楕円量子群の中心拡大 Eq,p(ĝln) を, p
の形式的巾級数環上の位相代数として定式
化した.

⃝2 ⃝1 で得たEq,p(ĝln)が,代表者らによって定
式化されたDrinfeld型生成元による楕円量
子群 Uq,p(ĝln)とH-ホップ亜代数として同
型となることを示した. 証明のポイントは,

全射性に関しては, 前年度に得てい
た Eq,p(ĝln) の L-作用素の Gauss 分解と
Uq,p(ĝln) のハーフカレントとの関係及び
L-作用素のGauss成分が対角成分に近いも
のから漸化的に決まっていく構造であり,

単射性に関しては, アフィン量子群
Uq(ĝln)の任意の表現を楕円量子群の表現
へと持ち上げる準同型写像の構成とそれに
よって, 議論が三角型の場合へと帰着され
ることである.

(3) L-作用素の量子小行列式の定式化と
Uq,p(ĝln)の中心元の構成
Rをダイナミカル楕円R行列とするRLL-関

係式に基づいて, Uq,p(ĝln)の L-作用素に対する
量子小行列式を定式化した. これにより, 通常の
行列式論における Laplace展開に類似の展開式
や, L-作用素の逆行列成分の L-作用素の成分に
よる表示などが求まり, これによって, Uq,p(ĝln)
のH-ホップ亜代数構造に必要な対合射の定義付
けが完成した. また, L-作用素のGauss成分（=
ハーフカレント）の量子小行列式による表示を
求め, 特に, Lの量子行列式が Lの Gauss分解
の対角成分のシフト積で与えられること示した.
この表示に基づく直接計算により, Lの量子行
列式がUq,p(ĝln)の中心元となることを明らかに
した.

(4) 楕円関数的重み関数と面型楕円 q-KZ方
程式の積分解の導出

⃝1 楕円量子群Uq,p(ŝln)のレベル 1最高ウェイ
ト既約表現の繋絡作用素の合成積のトレー
スとして面型楕円 q-KZ方程式の形式的楕

円超幾何積分解を構成した. 得られた積分
解は, 三角関数型の場合に三町・野海によっ
て得られていた非対称 Macdonald 関数の
積分表示の楕円類似を与えると期待される.

⃝2 ⃝1 の積分解の被積分関数を位相関数部分と
重み関数部分に分離する明確なルールを見
出して, 重み関数の明示式を導出した. こ
の重み関数は, 三角関数型において既知の
ものの楕円関数的かつダイナミカルな類似
を与える. さらに, 繋絡作用素の交換関係
に基づいて重み関数の変換式を導き, 変換
行列として正しくダイナミカルな楕円Rが
現れることを示した. また, この変換式に
基づいて, 楕円ヘッケ環を関数空間上の作
用素として定式化し, 重み関数は, このヘッ
ケ環の作用に関して表現の基底をなすこと
を示した.

現在, 面型楕円 q-KZ方程式の積分解への楕円ア
フィン ヘッケ環の作用を考察中である.

展望
　本研究は, KZ 方程式の解と Calogero-

Sutherland模型の固有関数である Jack多項式
との対応を謳うCherednik-Matsuo対応を, q-差
分かつ楕円関数的に拡張して, 面型楕円 q-KZ方
程式の解に基づいて楕円 Ruijsenaars模型の固
有関数の明示式を導出し, q-差分三角関数型の場
合に現れる Macdonald 多項式の楕円関数類似
を定式化することが目的であった. 楕円量子群
Uq,p(ŝln)の表現に基づいて, 面型楕円 q-KZ方
程式の形式的積分解や重み関数が導出でき, さ
らにはそれへのアフィン ヘッケ環の楕円関数類
似の作用も議論できるようになったことは, 研
究の遂行に向けての大きな成果である. また, 楕
円量子群 Uq,p(ĝln)の L-作用素の量子行列式や
小行列式が定式化され, 中心元が理解できたこ
とで, 今後, 楕円量子群の表現に基づく楕円Rui-
jisenaars模型の調和解析的な研究が進展すると
期待出来る.
一方, 最近, 楕円重み関数はOkounkovが提唱

する楕円 stable envelopes と同一視できること
が期待され, これに基づく楕円量子群の同変楕
円コホモロジー上の表現の構成に向けた研究が
活発化している. 本研究の成果は, この流れに直
接的な寄与を与えるものであり, 国内外から多
くの注目を集めている.
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Uq,p(ĝln) and Eq,p(ĝln)”, Advanced Stud-
ies in Pure Mathematics , 査読有, 掲載
決定

⃝2 H. Konno and K.Oshima, “Elliptic Quan-

tum Algebra Uq,p(B
(1)
N ) and Vertex Oper-

ators”, RIMS Kokyuroku Bessatsu , 査読
有, B62, 97-148 (2017)

⃝3 R.M.Farghly, H. Konno and K.Oshima,
”Elliptic Algebra Uq,p(ĝ) and Quantum
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