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研究成果の概要（和文）：三分岐離散曲面に関する幾何学の研究を行った. 特に，3次元ユークリッド空間内の
三分岐離散曲面に対して，その頂点ごとの曲率を定義した。その中では、カーボン・ナノチューブ、フラーレ
ン、マッカイ結晶などを例としてあげ、 材料科学及び有機化学で「負曲率炭素構造」と呼ばれているマッカイ
結晶が、実際に負曲率を持つことを示した。さらに，三分岐離散曲面に対して，複数の種類の細分を定義し, 極
小エネルギーによる細分列の場合には，標準実現三分岐離散曲面が連続曲面にハウスドルフ収束することを証明
した

研究成果の概要（英文）：We study geometry of trivalent discrete surfaces. In paricular, we define 
vertex-wise Gauss and mean curvatures for trivalent discrete surfaces in 3-dimensional Euclidean 
spaces.   In our study, we take Carbon nanotubes, Fullerens, and Mackay structures, and we show that
 the Mackay structure of type P is vertex-wise negatively curved, which is called "a negatively 
graphene" in material sciences and organic chemistry.
Moreover, we study subdivision of trivalent discrete surfaces.  In particular, we show the Hausdorff
 convergence of the sequence of minimum energies of Mackay structures.

研究分野： 離散幾何解析

キーワード： discrete surfaces

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
従来の離散曲面論は，連続曲面の離散化として離散曲面を定義していた．　この研究では，分子構造・結晶構造
をモデルとした，本質的に離散な曲面を対象とし，その幾何学を展開したことに重要な意義がある．　しかも，
単純に曲率を定義するだけではなく，離散曲面の細分を定義することにより，収束理論への道を開いた．　一般
に，分子構造・決s高構造のミクロな解析では離散的なオブジェクトとしてそれらを扱うが，収束理論を通じ
て，マクロな連続的なオブジェクトを扱うことができる可能性を示した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 C-19、F-19-1、Z-19(共通)

1. 研究開始当初の背景. Kotani-Sunada (Trans. Amer. Math. Soc, 2000) は, 「結晶格子
の標準実現」の概念を用いて, 物理学・化学（結晶学）における自然界に存在する分子の構
造としての結晶格子との関連を明確に定義した. さらに, 2009 年には, 内藤は, 砂田および小
谷らとともに, ４点からなる完全グラフの極大アーベル被覆として K4 格子の標準実現の炭
素結晶の存在の可能性を指摘した. K4 格子は, trivalent graph (各頂点に隣接する頂点数が
すべて３であるグラフ) であり, 炭素結晶で実現する場合には, sp2 軌道で結合するため, そ
の結晶は金属（伝導体）または半導体となることが期待できる. また, trivalent graph とし
て実現される炭素分子の例としては, C60, カーボンナノチューブなどが広く知られており,

炭素 K4 結晶も, これら「フラーレン分子」と, 数学的には同一のカテゴリに分類すべき炭
素分子である.

近年, 材料科学の研究では, そのような trivalent graph によって作られる炭素分子として,

Mackay-Terrones による Mackay 結晶が注目されている. Mackay 結晶は, ３重周期極小曲
面であるシュワルツのＰ曲面の上に分子が配置された結晶であり, 現在, 応募者は小谷および
田上真（ともに研究協力者）とともに, シュワルツのＰ曲面上に配置される trivalent graph

の標準実現を, 分子数が少ない場合に分類を行い, それらの結晶による炭素分子の安定性に
関する研究を行っている (Carbon, 2014).

2. 研究の目的. 「結晶格子の標準実現に関連する trivalent graph の幾何学」としては,

Mackay-like 結晶を一つのモデルとして, trivalent graph から構成される「離散曲面」の幾
何学を構築することを目的とした研究を行う. Mackay-like 結晶は, 頂点が負曲率曲面上に
配置されているように見える. そこで, trivalent graph の実現（R3 内での頂点の実際の座
標と頂点の隣接関係）を「離散曲面」と考え, その曲率（ガウス曲率・平均曲率）などを定
義することを, 本研究の最初の目的とする. （四角）格子状の離散曲面および三角形分割さ
れた曲面に対する曲率の定義は, これまでにも多くの研究があるが, それらの研究を, 我々の
研究対象である trivalent graph の実現に適用することは難しい. なぜなら, Mackay-like 結
晶は, 結晶格子の標準実現であるため, 各頂点のまわりでは力学的な釣り合いが成り立ち, そ
の結果として, 各頂点と隣接する３頂点は, 同一平面上に存在するため, 従来の離散曲面の曲
率の定義では, それらの曲率は 0 となってしまう. 本研究では, trivalent graph の実現から
なる離散曲面に対して適用可能な曲率の定義を行い, Mackay-like 結晶, C60 などのフラーレ
ン分子等の sp2 炭素分子に対する幾何学的考察を行う. また, これらの炭素分子の材料科学
的性質と, 離散曲面としての幾何学的性質の比較などの考察も行う.

また, 上記の「二値のラプラシアンの固有値に関する最適化問題」に関しては, 単にユー
クリッド空間内の有界領域のみを考察するだけでなく, R3 に埋め込まれた曲面上で同じ問
題を考えることにより, 曲率が熱の分布（または第一固有関数）に対してどのような影響を
及ぼすかを調べることにより, 曲率がラプラス方程式および熱方程式の解に与える影響を具
体的に解析を行う.

さらに, 「曲面上の調和写像の熱流」の詳細な特異点の数値解析を行い, その特異点がど
のように生じるのかを視覚的に捉え, 従来の特異点解析を越える情報を, 数値解析から得る
ことを目的とする.

3. 研究の方法. 「trivalent graph からなる離散曲面」に関して, trivalent であることから
生じる「曲率を定義するための困難」を検証し, 適切な曲率の定義を考察する. その際にモ
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デルとなるのは, C60, カーボンナノチューブ (CNT),（オリジナルの）Mackay 結晶であり,

それぞれ, ガウス曲率が positive な定数, 0, negative となるような定義を構築することが必
要である.

離散曲面に関しては, モデルとして考察した炭素分子の物性と, 離散曲面としての幾何
学を比較し, どのような幾何学的情報が分子の物性と関連しているのかを考察する. また,

trivalent graph からなる離散曲面に対して定義した曲率などを, 必ずしも trivalent とは限
らない離散曲面に対しても適用可能かを考察する. 一方, trivalent graph の標準実現から得
られる, 埋め込まれたグラフとして, K4 結晶格子があり, それは「離散曲面」とは考えるこ
とが困難なグラフ（の実現）である. このように, 単に trivalent graph という条件だけでは,

その埋め込みが「離散曲面」と考えることはできない. そのため, 「離散曲面」であるため
の条件を, グラフまたは幾何学の言葉であらわす必要がある.

「ラプラシアンの固有値」の問題に関しては, R3 に埋め込まれた曲面上での問題の数値解析
を行うと同時に, R2 の有界領域での問題を, Dirichlet 境界条件だけでなく, 他の境界条件
（特に, 矩形領域で, 片側の境界で Neumann, 他の境界で Periodic などの条件）の下での数
値計算を行い, 最適形状とそれに対する第一固有関数の性質の解析的な予想を立てる. この
研究にで, これまでに計算した結果は, Level set method による計算に基づいている.

4. 研究成果.

三分岐離散曲面の幾何学
この研究は, 小谷元子氏（東北大学）・大森俊明氏（東京理科大学）・楯辰哉氏（東北大学）

などとの共同研究である. 従来の離散曲面は連続曲面の離散化として得られ, 通常は「４分
岐メッシュ」によって構成されている. この場合には, 数多くの曲率の定義が知られ, それ
ぞれは離散曲面の特性をよくあらわしている. 我々が考えた三分岐離散曲面は, 分子構造・
結晶構造をモデルとしているため, 本質的に離散的な対象であり, その曲率の定義は明らか
ではない. 内藤は小谷・大森とともに, R3 内の三分岐離散曲面に対して, 適切なガウス曲率
と平均曲率の定義を行った. この定義にしたがって Mackay 結晶のガウス曲率を計算したと
ころ, 各頂点ごとに負曲率となることが確認できた. さらに, 同じ研究の中で, 三分岐離散曲
面の細分を定義し, 適切に与えた細分列はハウスドルフ位相で連続曲面に収束することが分
かった.

一方, 楯・大森とともに, 抽象的な三分岐グラフの細分列に関して, その固有値の分布を証
明した. これは, 最終的な目標とした結果ではないが, 小さな（または大きな）固有値の漸近
挙動を示すことができた [3].

図 1: Mackay 結晶構造とその細分の Gauss 曲率 [1]
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図 2: Mackay 結晶構造とその細分の平均曲率 [1]

ラプラシアンの固有値
この研究は松江要氏（九州大学）との共同研究である. 平面内の有界領域に２種類の熱伝

導度を持つ物質が与えられたと考え, ラプラシアンの第一固有値が最小となる物質配置を考
察した. 一般に熱伝導はラプラシアンの第一固有値が主要な減衰項であるため, これによっ
て, 熱伝導が最良となる物質配置のモデルと考えることができる.

図 3: 円盤から２つの小さな円盤を抜いた領域の最小固有値に関する固有関数 [2]

[1] M. Kotani, H. Naito, and T. Omori, Computer Aided Geometric Design 58, (2017),

24-54.

[2] K. Matsue and H. Naito Japan Journal of Industrial and Applied Mathematics 32,

(2016), 489-512.

[3] T. Omori, H. Naito, and T. Tate, Electron. J. Combin., 26, (2019), ♯P3.7.
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