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研究成果の概要（和文）：幾何学的力学系理論の応用として、グラスマン多様体上の最適化問題とその応用を研
究した。量子系のトポロジーでは、スピン・軌道角運動量相互作用を一般化したハミルトニアンを取り扱った。
量子系のハミルトニアンのパラメータ変化に伴うエネルギーバンド構造の変化に対応して、半量子系では、固有
空間バンドルのチャーン数の変化が起こる。その変化は、特異点周りでの線形化ハミルトニアンへのホモトピー
変形により、ある種の写像度で計ることができる。逆に、半量子系の線形化ハミルトニアンを量子化して得られ
るディラック作用素の境界値問題を解くことで、パラメータ変化に伴ってエネルギーバンド構造に変化がみられ
ることを示した。

研究成果の概要（英文）：Geomtric machanics is applied to optimization problems on Grassmann 
manifolds,  which are realted to eigenvalue problems for real symmetric matrices. Topological study 
is made on Hamltonians which describe generalized spin-orbital angular momentum coupling.  In 
accordance with the band rearrangement for the quatum Hamiltonian against a parameter, change in 
Chern number of the eigen-line bundle is observed in the corresponding semi-quantum system. The 
change is shown to be counted by means of the respective mapping degrees assigned to  singular 
points at which the Hamiltonian is linearized through homotopy deformation. Conversely, the 
linearized simi-quantum Hamiltonian is quantized to give a Dirac operator, for which the eigenvalue 
problem can be solved under boundary conditions to exhibit energy band rearrangement against a 
parameter. In practice, 2D Dirac equations have been solved under the APS (Atiyah-Patodi-Singer) and
 the chiral bag boundary conditions.    

 

研究分野：幾何学的力学系理論

キーワード： 多様体上の最適化問題　エネルギーバンド　チャーン数　ディラック方程式　境界条件　スペクトル流
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１．研究開始当初の背景 
最適化の理論は一見力学とは無関係なよう
に見えるが、実は幾何学的力学系理論とは
方法論的には密接につながっている。最適
化の理論では多様体上のある関数の最大化
問題を扱う。特に、グラスマン多様体や、
スティーフェル多様体上のレイレー商の最
大化問題は行列の固有値や特異値の計算と
密接に関係している。この問題をレイレー
商の勾配流の問題と考えると力学系の範疇
の問題となる。しかし、最適化の問題では
計算の効率が問題になるので、勾配ベクト
ルの零点に対するニュートン法という手法
が応用され、そこではヘッシアンの計算が
欠かせない。計算機上で実行可能な仕方で、
グラスマン多様体やスティーフェル多様体
においてある関数のヘッシアンを求めるに
は、グラスマン多様体やスティーフェル多
様体を行列空間の部分多様体として実現し、
局所座標系表示を回避して行列変数でヘッ
シアンを書き下せば計算機のプログラムに
載せることができる。この際平行移動や測
地線といったリーマン多様体上の内在的概
念が有効に働く。それ以前にはこのような多
様体上の内在的な概念を最適化の計算に活
用するための方法論が未発達であった。 
また、量子系のトポロジーの話題では、量
子系のエネルギーバンド構造の変化に対応
して、半量子系の固有空間バンドルのチャー
ン数の変化が対応するということは具体例
で知られていたが、逆に半量子系のチャーン
数の変化にはエネルギーバンド構造に変化
が伴うかということは明確ではなかった。も
う少し詳しく説明する。量子物理学では伝統
的に量子系の定性的性質を議論するのに、
エネルギーレベル（固有値）の密度に応じ
て、早い変数と遅い変数とを導入してモデ
ルとなるハミルトン作用素を構成するとい
う手法がとられてきた。遅い変数はエネル
ギー密度の濃い状態を表す変数として古典
力学的に扱い、早い変数はエネルギー密度
の低い離散的な状態を表す変数として量子
力学的に取扱うのである。この意味でのモ
デルハミルトニアンをもつ系を半量子系と
呼ぶ。振動と回転の問題ならば、典型的に
は振動状態は量子力学的に、回転状態は古
典力学的に扱う。この場合、モデルハミル
トニアンは２次元球面上で定義されたエル
ミート行列の形をとる。このハミルトニア
ンが適当なパラメータに依存していれば、
そのパラメータの変化に応じて固有値が変
化する。パラメータが通常値なら固有値は
縮退しないので、球面の各点に固有空間を
付与するという仕方で複素直線バンドルの
直和が構成できる。もしパラメータが変化
して特異値を取れば固有値に縮退が起きバ
ンドルの直和構造は壊れる。さらにパラメ
ータが変化して通常値に戻れば再び複素直

線バンドルの直和が構成されるが、以前の
ものとは異なっているのが一般的である。
これに伴って、複素直線バンドルの位相不
変量であるチャーン数が変化する。具体的
には、回転群の有限部分群である３次の２
面体群の作用のもとで不変な２次のエルミ
ート行列の形で書けるハミルトニアンに対
して、パラメータ空間としてのトーラスが、
いくつかの領域に分割されて、その各領域
ではチャーン数が一定で、領域を移るとチ
ャーン数が変化するということは計算で明
かになっていた。実際、正の固有値に対応
する複素直線バンドルについて、パラメー
タ空間の分割とそれに対応するチャーン数
についてはすでに計算を終えてそれを表示
する図表を得ていた。しかし３次のエルミ
ート行列の形で半量子系ハミルトニアンが
与えられると、固有値や固有ベクトルを求
めることが途端に困難になる。そのような
場合にチャーン数を求めるための処方はま
だ開発されていなかった。また、それが求
まったとしても、半量子系でのチャーン数
の変化に対応して、量子系で実際にバンド
構造の変化が起きているのかは明確ではな
かった。 

 
２．研究の目的 
幾何学的力学系理論の応用として、共変微
分、測地線、ヘッシアン等の多様体の内在
的な概念を利用して、最適化問題における
計算アルゴリズムの精度を高める。特に、
グラスマン多様体上で定式化される対称行
列の固有値問題では、固有値の縮退が起こ
る場合の臨界点集合を明らかにするととも
に、その時の点列の収束を明らかにする。 
量子系のトポロジーの研究では、３次以
上のエルミート行列の形で半量子系ハミル
トニアンが与えられる場合にも有効な、固
有値に対応する複素直線バンドルのチャー
ン数を求めるための処方を開発する。さら
に、チャーン数の変化とバンド構造の変化
との対応を基本的な形で明確にする。言い
換えると、一般的な対応は、要素となる対
応の合成で捉えることができることを示す。 

 
３．研究の方法 
共変微分等の概念は多様体上で内在的に定
義されてはいるが、そのままでは計算機上
の計算アルゴリズムには適さないので、問
題としている多様体を部分多様体として含
む空間での微分等の計算を共変微分に結び
付ける工夫をする。具体的には、グラスマ
ン多様体を行列空間の部分空間として、グ
ラスマン多様体上の共変微分を行列空間の
射影作用素を利用して書き表すことや、ヘ
ッシアンを計算するために、測地線に沿っ
ての２階の方向微分を行列変数で実行する
ことが有効である。 



チャーン数の変化とエネルギーバンドの
変化の対応を一般的に研究するためには、
まず３次以上のエルミート行列の形のハミ
ルトニアンに対して、チャーン数の計算処
方を見出す必要がある。キーとなる考え方
は、チャーン数そのものを計算するのでは
なく、チャーン数の変化量を計算するとい
うものである。固有値の縮退が起こるのは、
パラメータ変化に伴って、特異的なパラメ
ータ値の時に２つの相異なる固有値が縮退
し、その他の固有値はこの間縮退を起こさ
ないというのが一般的である。この場合、
３重以上の縮退は２重縮退の複合だと考え
るのである。すると、縮退を起こした固有
値に対応する固有空間に着目して、ハミル
トニアンをその空間に制限し、そこで起こ
る変化を観察するという手法が考えられる。
この場合、実際上のチャーン数の計算は、
局所的に定義された固有ベクトルが定義さ
れなくなる点、あるいは不連続となる点で
のある種のベクトル場の指数、あるいはそ
の点周りの円周からの写像度で計算される
という事実が有効に働く。すると、特異パ
ラメータ値と固有値の縮退点（球面上の関
数としての固有値が縮退する点、以後この
点も特異点という）で、ハミルトニアンを
線形化して、それを利用して、チャーン数
の変化量を求めることができるようになる。
（ここで、線形化ハミルトニアンは、基礎
の多様体の特異点における接空間で定義さ
れる。）実際、チャーン数の変化量は整数値
であるので、それを求めるための積分はホ
モトピー変形で不変であるからである。さ
らに、ハミルトニアンが正８面体群のよう
な有限群で不変な場合、その群の軌道に含
まれる要素数だけチャーン数の変化量が倍
加される。 
このように、半量子系に対して、ハミル
トニアンのサイズに拘らずに、チャーン数
の変化を求めるための線形化の手法が確立
されるので、これに対応して、量子系で起
こるはずのエネルギーバンドの再編につい
ても線形化の手法で研究することができる。
線形の半量子系はハミルトニアンを量子化
すると、ディラック作用素が得られる。こ
こで最も基本的なのは空間２次元のディラ
ック作用素である。これは物理的には自由
粒子のハミルトニアンなので、境界条件が
なければ連続スペクトルしか現れない。本
研究ではエネルギー固有値の、パラメータ
変化に伴う変化に興味があるので、適当な
有界領域をとって、境界条件を課する必要
が あ る 。 実 際 に は 円 板 上 で APS 
(Atiyah-Patodi-Singer) 境界条件とカイ
ラルバッグ境界条件を用いた。通常、ディ
ラック作用素の位相数学的な研究では、質
量パラメータが零の場合を取り扱うのであ
るが、本研究では、質量パラメータの変化
に伴うエネルギー固有値の変化に興味があ
る。この点が本研究の特長である。 

 
４．研究成果 
幾何学的力学系理論の応用として、対称行
列の固有値問題、特に対称行列の固有値の
うち大きい方から何個かのものとその固有
ベクトルを求めるという問題をグラスマン
多様体上の最適化問題として定式化し、幾
何学的概念を活用して、解法のためのアル
ゴリズムを見出した。その結果は驚くべき
ものである。幾何学的概念を活用せずに単
に誤差を少なくするような技法に比べて、
精度が格段に上がったのである。また、固
有値が縮退するときの臨界点集合が多重度
に応じた次元のグラスマン多様体に微分同
相な部分多様体となることが証明された。
この結果は、固有値問題の単なる計算技法
では決して見つからないものである。 
量子系のトポロジーでは、線形化の手法
を正８面体群の作用で不変な３次のエルミ
ート行列の形で２つのパラメータをもつハ
ミルトニアンに適用した。線形化の手法が
有効であることを証明し、実際にチャーン
数の変化と求めた。それだけでは全体図は
求まらないが、ある特定の領域でのチャー
ン数を計算すると、あとは領域をまたぐ時
のチャーン数の変化から以下の全体図が見
出せた。この図中の３成分のベクトルは、
固有値の大きい方から順にそれに付随する
複素直線バンドルのチャーン数を並べてで
きたものである。この図からも見て取れる
が、チャーン数の変化量は正負の符号を除
いて、対称性群である正８面体群の位数 24
の約数、すなわち、特異点の軌道の位数に
なっている。Cn は特異点での等方部分群を
表す。また、上述のある特定の領域という
のはこの場合パラメータ平面の原点を含む
領域である。さらに、このようなチャーン
数の変化量は、以前に２次のエルミート行
列形のハミルトニアンに対して見出した図
表においても同様に成り立つ。実際、正負
の符号を除いて、チャーン数の変化量は３
次２面体群の位数６の約数となる。 



 
すでに見たように、特異点におけるチャ
ーン数の変化量の基本は±１である。逆に、
半量子系の線形化ハミルトニアンを量子化
して得られるディラック作用素においてバ
ンド構造の変化の基本量も±１となるだろ
うか。空間２次元のディラック方程式の円
板領域での境界値問題を解くことで、それ
を示すことができる。すなわち、エネルギ
ーバンドの変化をスペクトル流で評価する
と、チャーン数の変化量と対応させること
ができる。本研究では、APS 境界条件と、
カイラルバッグ境界条件を用いてそれを示
した。下記の図は APS 境界条件のもとパラ
メータの関数としてのエネルギー固有値の
変化を表している。ここでは、スピン・軌
道角運動量の符号が負のものしか載せてい
ないが、その符号が正のものは赤線で描か
れた曲線の傾きが逆になる。こうして、確
かにチャーン数の変化量とスペクトル流が
対応していることが分かる。スペクトル流
に関与しないエネルギー固有値はバルクエ
ネルギー状態、スペクトル流に関与するエ

ネルギー固有値はエッジエネルギー状態を
表す。バルクエネルギーの固有状態の動径
方向の関数はベッセル関数で表されるが、
エッジエネルギーの固有状態の動径方向の
関数は変形ベッセル関数で表される。 
 
これに対して、カイラルバッグ境界条件
を用いた時のエネルギー固有値のパラメー
タ変化の様子は少し異なったものになる。 
その理由は、APS とカイラルバッグでは、境

界条件の許す対称性が異なるからである。そ
の図は左欄下に示されている。スピン・軌道
角運動量が負であるようなエネグギーバン
ド図だけを示した。スピン・軌道角運動量が
正のものは赤線で示したエネルギーレベル
が、対照的に下の方のバンドから分かれ出る
ことになる。ここでも、チャーン数の変化量
±１には、スペクトル流が対応することが分
かる。しかし、ここではスペクトル流の定義
を若干変更する必要がある。エネルギーがゼ
ロの値を必ずしも通過しないからである。こ
こでも、バルク状態の動径方向の固有関数は
ベッセル関数で、エッジ状態の動径方向の固
有関数は変形ベッセル関数で記述される。 
さらに、スペクトル流の定義を拡張して、
多バンド構造で固有値の多重縮退が起こる
場合にも適用可能なようにすると、量子系の
スペクトル流と半量子系のチャーン数の変
化とが見事に対応することを、スピン・軌道
角運動量結合のハミルトニアンを拡張した
ハミルトニアン作用素に対して示した。さら
に、半量子系からそれに対応する古典ハミル
トン系が自然に定義でき、そのエネルギー・
運動量写像には、モノドロミーが現れ、エネ
ルギー・運動量写像のボーア・ゾンマーフェ
ルト流量子化を行うと、パラメータ変化に対
応してバンド構造の変化が見られ、定性的に
は量子系でのそれに一致することを示した。 
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