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研究成果の概要（和文）：n成分絡み目Lのミルナー不変量は，{1, 2, ..., n}の元を項にもつ有限数列に対応し
て定義される．ミルナー不変量と他の不変量の関係を調べる事は，結び目（絡み目）理論において，とても重要
な研究である．本研究では，ミルナー不変量とHOMFLYPT多項式の関係，ミルナー不変量と被覆絡み目から得られ
るミルナー不変量（被覆ミルナー不変量）との関係を与えた．

研究成果の概要（英文）：For an n-component link, the Milnor invariant is defined for any finite 
sequence of numbers in {1,2,...,n}. It is very important in Knot (Link) Theory to study relations 
between Milnor invariant and other invariants. In this research, we give relations between Milnor 
invariant and HOMFLYPT polynomial, and Milnor invarinats and Milnor invariants for covering link 
(covering Milnor invarinats).   
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１．研究開始当初の背景 
 
 絡み目とは3次元球面内の有向閉曲線の集
合である．絡み目のミルナー不変量は，1950
年代にミルナー [4, 5] により定義された不
変量である．n 成分絡み目 L のミルナー不変
量は，{1, 2, ..., n}の元を項にもつ有限数
列Iに対応して定義され，μL(I)と表される．
また，数列 I の長さが k のとき， μL(I)を
長さ kのミルナー不変量と呼ぶ．絡み目のミ
ルナー不変量は，その補空間の基本群から導
かれる．その定義は，極めて代数的であり，
現実的には計算が非常に困難であることか
ら，世界中のさまざまな研究者がミルナー不
変量の幾何的な解釈や，ミルナー不変量と他
の扱いやすい位相的不変量との関係に関し
て研究を行ってきた． 
 
 特に,ミルナー不変量は基本群に由来する
不変量であるので，同じ基本群に由来するア
レキサンダー多項式との関係は，村杉[6]，
スマイス[8]，トラルディー[9]，レヴィン[2]
等により報告されている．しかし，これらの
結果は，I = 123 や I = 1,...,1,2,...,2 とい
う非常に特殊な場合のミルナー不変量をア
レキサンダー多項式を用いて表したり，アレ
キサンダー多項式の次数 mの係数を長さ mの
ミルナー不変量の組み合わせで表すという
ものであった．つまり，一般の数列 Iに関し
て，ミルナー不変量を他の不変量で表すとい
う結果は知られていなかった． 
 
 これに対し，研究代表者とメイヨン氏[3]
は，長さ k以下のミルナー不変量が全て消え
ている絡み目の長さ 2k+1 までのミルナー不
変量を，HOMFLYPT 多項式を用いて表すことに
成功した．ミルナー不変量は μ(I)は，数列
I より長さの短いミルナー不変量を法として
定義されるので，この条件下では長さ k+1 の
ミルナー不変量は，整数値を取り，first 
nonvanishing ミルナー不変量と呼ばれ，特に
重要な研究対象として扱われている．したが
って，この結果は，任意のfirst nonvanishing
ミルナー不変量を HOMFLYPT 多項式で表すこ
とに成功しているという意味で重要な結果
である．また，HOMFLYPT 多項式は，量子不変
量としても知られているので，この結果は，
ミルナー不変量という代数的な量を量子不
変量で表すという点においても大変興味深
い結果であると言える． 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究課題では，論文[3]の結果を更に発
展させることにより，絡み目のミルナー不変
量を結び目の有限型不変量を用いて表すこ
とを目標とする． 
 
 1990 年にハベガーとリンは，ストリング絡

み目とそのミルナー不変量を定義した．スト
リング絡み目とは，円柱の上底と下底に端点
をもつ曲線の集合である．絡み目のミルナー
不変量が必ずしも整数値を取らないのに対
し，ストリング絡み目のミルナー不変量は常
に整数値をとる．また，ストリング絡み目の
ミルナー不変量を介して絡み目のミルナー
不変量を得ることができる．絡み目のミルナ
ー不変量は有限型不変量ではないが，ストリ
ング絡み目のミルナー不変量は有限型不変
量であることが知られている．したがって，
絡み目のミルナー不変量は，ストリング絡み
目の“ある”有限型不変量をもちいて表す
ことができる．これは，単なる存在定理であ
り，重要な問題となるのはこのような有限 
型不変量を具体的に構成することである． 
 
 論文[3]においても,ストリング絡み目か
ら結び目を抽出し,その結び目の HOMFLYPT 
多項式を 用いて,具体的な有限型不変量を
構成することに成功した.理想は,論文 [3] 
の方法を更に発展させて,ミルナー不変量が
消えているという条件を外した結果を与え
ることであるが，この結果を得るには本研究
期間は短すぎる．したがって，この目標を見
据えつつ，本研究課題では，条件を改良する
方向で，論文[3]の結果の拡張を試みること
を目標にした． 
 
 一方，ポリヤックは論文[7]において，
μ(123)を具体的な有限型不変量で与えてい
る．ポリヤックがこの論文の中で用いている，
絡み目のガウス図式と呼ばれる表現を用い
るアイデアは，研究代表者が[3]で用いたア
イデアとは全く異なる．研究代表者は，この
ポリヤックの方法を発展させす方向でも研
究を進めた． 
 
 
３．研究の方法 
 
 本研究は研究代表者が単独で行った．研究
を行う上で，何人かの研究者と研究交流を図
ったが，彼らは研究協力者という位置づけで
はない． 
数学の研究では「考える」ことが大部分を占
める．数学における研究交流の意義は，異な
る観点からの思考や新しい知識を得ること
ができることにある． 
 
 本研究では，国内外の研究者と交流をはか
ることにより，研究の進展をはかった．その
為，本研究における研究費の大部分は旅費と
して用いた．主な研究交流は以下のとおりで
ある．  
 
（１）フランスのグルノーブル第１大学のジ
ャン・バプテスト メイヨン氏を訪問・招聘
し研究交流をはかった．メイヨン氏とは，こ
こ数年共同研究を続けており，これまでにも



幾つかの共著論文も執筆している．メイヨン
氏はミルナー不変量やクラスパー理論に関
する知識が豊富で，今回の研究の進展にも大
いに役立った． 
 
（２）アメリカのジョージ・ワシントン大学
で開催された国際研究集会とノースカロラ
イナ大学で開催された国際研究集会に参加
し，研究成果の発表及び，参加者との研究交
流を行った．両研究集会には，アメリカだけ
でなく世界中から多数の研究者が参加し，活
発な研究交流を計ることができた． 
 
（３）本務校において，早稲田大学の和田康
載氏，東京学芸大学のゲルビール・ベノワ氏，
津田塾大学の宮澤治子氏を交えて，定期的に
セミナーを行った．また，不定期にではある
が，東京学芸大学の田中心氏やゲルビール・
ベノワ氏，津田塾大学の福原真二氏も本セミ
ナーに参加した． 
 
 
４．研究成果 
 
（１）研究代表者は，Meilhan 氏との共同研
究で，長さｋ以下のミルナー不変量が消えて
いる絡み目の長さ 2k+1 までのミルナー不変
量を HOMFLYPT 多項式で表すことに成功して
いた．また，長さ 2k＋2においては，同じ結
果が成立しないことも同時に示している． 
 
 長さ 2k+2 の場合に成立しない状況を精密
に調べた結果，その差異をうまく抽出するこ
とに成功した．この結果，その差異を補うあ
る種の補正項を加えることにより，長さ 2k+2
まで拡張することに成功した．ここで，補正
項も HOMFLYPT 多項式から得られる不変量で
ある．したがって，当初の目的である，絡み
目のミルナー不変量を具体的な有限型不変
量で表すということに一歩近づいた．この進
展は，小さなものであるが，補正項で補うと
いう新しい方向性を示せたという点では，大
きな進展につながる可能性を秘めている．こ
こで得られた結果は，理化学研究所の小鳥居
氏との共同研究の成果であり，共著論文を査
読付き国際雑誌に発表した． 
 
（２）補正項を補うという，新たな観点で研
究の進展を試みたが，残念ながら期待した結
果は得られなかった． 
 
 一方で，ミルナー不変量の性質を研究する
ため，クローバー絡み目と呼ばれる絡み目を
用いた研究を行った．クローバー絡み目はア
メリカの数学者レビン教授により絡み目の
ミルナー不変量の研究の為に定義されたも
のである．クローバー絡み目のリンク・ホモ
トピーと呼ばれる同値関係による分類をミ
ルナー不変量を用いて（ある条件のもと）与
える事に成功した．これにより，ミルナー不

変量の幾何的特徴が得られたといえる．この
結果は，早稲田大学の和田康載氏との共同研
究の成果であり．共著論文を査読付き国際雑
誌に発表した．また，この成果の発表をジョ
ージ・ワシントン大学で開催された国際研究
集会および山形で開催された研究集会で和
田氏が成果発表を行った． 
 
（３）和田氏との共同研究の続きで，被覆絡
み目を用いて，ミルナー不変量の研究を行っ
た．この研究は，ミルナー不変量を有限型不
変量を用いて表すことと，深い繋がりはない
が，ミルナー不変量自体を深く理解するため
に必要な研究である．主な成果として，ボロ
ミアン絡み目の長さk+1のミルナー不変量と
被覆絡み目の長さkのミルナー不変量との間
の関係式を与えることに成功した．この結果
を繰り返し適用する事により，mod-2 ミルナ
ー不変量を被覆絡み目の長さ２のミルナー
不変量を用いて表す事ができる．長さ２のミ
ルナー不変量は，絡み数とも呼ばれ，位数１
の有限型不変量であることが知られている．
ここで，ボロミアン絡み目とは，任意の真部
分絡み目が自明な絡み目のことであり，ミル
ナー不変量の研究で，重要な研究対象となる
絡み目の族のことである．ここで得られた結
果は，和田氏らとの共同研究の成果であり，
共著論文としてまとめた．この論文は，査読
付き国際雑誌に掲載が決定している．さらに，
ノースカロライナ州立大学で開催された国
際研究集会で和田氏が成果発表を行った． 
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