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研究成果の概要（和文）：(1) ３次元球面の３次元部分多様体について、①その中に含まれる結び目のホモトピ
ーによる自明化、②ザイフェルト曲面の存在性と絡み目に沿ったデーン手術の関係、③ツイストによるFoxの再
埋め込みの実現性について研究をし、結果を得た。
(2) 多重分岐曲面の３次元多様体への埋め込みから、種数を定義し、分岐数と区域数の和で上から抑えられるこ
とを示した。
(3) 任意に高い橋数のdestabilized橋球面をもつ結び目を構成した。

研究成果の概要（英文）：(1) For 3-submanifolds of the 3-sphere, we studied and obtained results on 
①trivialization of knots in it by a homotopy, ②relation between the existence of Seifert surfaces 
and Dehn surgery along links, ③realization of Fox's re-embeddings by twistings.
(2) From embeddings of multibranched surfaces into 3-manifolds, we defined the genus of it, and 
showed that the genus is bounded by the sum of the number of branches and sectors above.
(3) We constructed knots with destabilized bridge spheres of arbitrary high bridge number.

研究分野： 結び目理論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1) 3 次元球面の 3 次元部分多様体について、
次の３つの視点で取り掛かった。 
① ３次元球面の結び目はホモトピーで自明

な結び目に変形できる。ここで、ホモト
ピーを、結び目を含む３次元部分多様体
に制限したらどうだろうか？一般には、
ホモトピーで自明な結び目に変形はでき
ない。そこで、どのような３次元部分多
様体なら可能だろうかという問題が生じ
る。 

② 結び目に対して、ザイフェルト曲面は基
本的であり、非常に良く研究されている。
一方、３次元部分多様体について、ザイ
フェルト曲面はあまり研究されていない。
そこで先ず、ザイフェルト曲面の存在性
が問題となる。 

③ Fox の再埋め込み定理により、3 次元球面
の任意のコンパクト部分多様体は、外部
がハンドル体の和となるように３次元球
面へ再埋め込みできる。例えば、結び目
については、交差交換により自明な結び
目にできるので、外部がトーラス体とな
るように３次元球面へ再埋め込みできる
ことが分かる。しかし、２次元・３次元
部分多様体については、Fox の再埋め込
みがツイストで得られるかは知られてお
らず、未解決問題である。 

(2) 本研究の申請時に多様体グラフと呼んで
いた多重分岐曲面について、３次元多様体へ
の埋め込みを通して、グラフ理論と３次元多
様体論の融合が研究背景となった。 
(3) 結び目の橋分解について、最小橋数でな
い destabilized 橋分解球面の存在は示してい
たが、任意に高い橋数のものが存在するかど
うかは未解決問題であった。 
 
２．研究の目的 
(1) ３次元球面の３次元部分多様体について、
次の３つの視点で取り掛かった。 
① ３次元球面の３次元部分多様体にある結

び目が transient であるとは、部分多様
体内でのホモトピーで３次元球面内の自
明な結び目に変形できるときをいう。ど
のような３次元部分多様体について、そ
こに含まれる任意の結び目が transient
であるか特徴付けをすることが研究目的
となった。 

② ３次元部分多様体にザイフェルト曲面が
存在することは、簡単なホモロジーの議
論で証明できる。但し、一般にはザイフ
ェルト曲面の境界数と連結成分数が一致
するとは限らない。本研究では、ザイフ
ェルト曲面と絡み目に沿ったデーン手術
を関連付けさせることが研究目的となっ
た。 

③ ３次元球面の１次元部分多様体、即ち、
結び目や絡み目については、交差交換で
自明にできることが知られているので、
ツイストにより解けることが従う。閉２

次元多様体や３次元部分多様体について、
ツイストにより解くことができるか？が
研究目標となった。  

(2) どのような多重分岐曲面が３次元球面に
埋め込め、どのような多重分岐曲面が３次元
球面に埋め込めないか決定することが研究
目標となる。 
(3) Casson-Gordon により、任意に高い種数
の destabilized ヒーガード曲面をもつ３次元
多様体の構成がされている。一方、結び目に
ついては、対応する結果が得られていない。
結び目に対して、Casson-Gordon の結果に対
応する結果を得ることが目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) ３次元球面の３次元部分多様体について、
次の３つの視点で取り掛かった。 
① 次の定理を群論的に示すことがキーとな

った：M をコンパクト連結３次元多様体
で連結な境界を持つものとする。このと
き、M を fill する結び目 K が M の内部
に存在する。更に、このような結び目 K
は、N(∂M;M) にあるように取れる。 

② 結び目 K に対して、ザイフェルト曲面 F
を張る。このとき、F と交わらない自明
なループに沿ったツイストで、F を標準
形にできる。Fが標準形であるので、Kは
自明な結び目である。このツイストは、F
と交わらないループに沿って行っている
ので、K の外部で null-homologous であ
る。逆に、K の外部の null-homologous
なループに沿ったツイストにより、K を
自明な結び目にできたならば、それらの
ループと交わらない K のザイフェルト曲
面が存在する。この現象を、３次元部分
多様体に拡張することが研究方法である。 

③ 先ず、３次元球面内の２次元多様体につ
いては、圧縮可能である為、圧縮後の２
次元多様体について、帰納法を適用する
ことにより、ツイストで解けることを証
明する。３次元部分多様体については、
本間の曲面に着目し、ツイストを本間の
曲面の片側に制限した場合、解くことが
できないことを証明する。 

(2) 多重分岐曲面の１次元ホモロジー群を計
算して、トーションがあれば、３次元球面に
埋め込めないことを示すことができる。全て
の研究が完了した後に、Fico González 
Acuña 氏から教わったことであるが、「連結
な境界を持つコンパクト３次元多様体 M が
ホモロジー３次元球面に埋め込み可能であ
る為の必要十分条件は、M の１次元ホモロジ
ー群が free かつ２次元ホモロジー群が自明
であること」が同氏により示されていた。 
(3) ３次元球面の結び目で、２重分岐被覆を
とったとき、Casson-Gordon の３次元多様体
が得られるものを構成する。ヒーガード曲面
が強既約であることから、橋分解球面も強既
約であることが従う。 
 



４．研究成果 
(1) ３次元球面の３次元部分多様体につい
て、次の３つの研究成果が得られた。 
① ３次元球面の部分空間内にある全ての結

び目が transient である為の必要十分
条件 は、その部分空間の外部がハンドル
体の非交和であることが得られた。この
結果は、雑誌論文の⑥に発表した。 

② 3 次元球面内の連結な境界を持つコンパ
クト連結 3 次元部分多様体に対して、ザ
イフェルト曲面系の存在を零ホモローグ
絡み目に沿ったデーン手術に関連付けた。
系として、Foxの再埋め込み定理を得た。
この結果は、雑誌論文の⑨に発表した。 

③ 3 次元球面に埋め込まれた任意の２次元
多様体がツイストにより解けることを示
した。また、３次元球面のコンパクト３
次元部分多様体で、ツイストにより解け
ないものが存在することを示した。これ
は、Fox の再埋め込みが常にツイストに
置き換えることはできないことを示す。
この結果は、雑誌論文の⑪に発表した。 

(2) 任意の多重分岐曲面が４次元ユークリ
ッド空間に埋め込み可能であることを示し
た。更に、ある閉３次元多様体に埋め込み可
能である為の必要十分条件を決定した。また、
多重分岐曲面に対して、閉３次元多様体のヒ
ーガード種数を用いて種数を定義し、上から
の評価式を与えた。多重分岐曲面に対して、
マイナーを定義した。３次元球面に埋め込め
るという性質はマイナーに関して閉じてお
り、その障害集合の決定は、クラトフスキー
の定理の高次元化になる。いくつかの多重分
岐曲面が禁止グラフとなることを示した。こ
の結果は、雑誌論文の⑩に発表した。 
(3) 任意の 0 以上の整数 k に対して、
destabilized (2k+5)-橋球面をもつ結び目の
無限列を構成した。また、任意の 4以上の整
数 n に対して、destabilized 3-橋球面と
destabilized n-橋球面を持つ結び目が存在
することを示した。この結果は、雑誌論文の
⑧に発表した。 
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