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研究成果の概要（和文）：はじめに、A(2)2N型、C(1)N型、D(2)N型一般化戸田格子は、それぞれA(1)2N-1型、A
(1)2N型、A(1)2N+1型戸田格子の部分力学系として実現できることを示し、それらのトロピカル化を行った。
次に、Hesseの3次曲線ペンシル上の線形自己同型群であるHessian群のトロピカル類似について考察し、トロピ
カルHesseペンシルの線形自己同型群として3次二面体群を得た。
さらに、階数2のクラスター代数から導かれる双有理写像力学系の幾何学的側面について詳しく調べ、その保存
量を通して、クラスター代数の変異と楕円曲線のMordell-Weil群とを関連づけた。

研究成果の概要（英文）：First we considered Lie-algebraic generalizations of the Toda lattice. We 
realized the generalized Toda lattices of types A(2)2N, C(1)N and D(2)N as the sub-dynamical systems
 of the Toda lattices of types A(1)2N-1, A(1)2N, A(1)2N+1, respectively. We also obtained their 
tropical analogues. 
Next we studied a tropical analogue of the Hessian group, which is the group of linear automorphisms
 acting on the Hesse pencil. We then obtained the dihedral group of degree 3 as the group of linear 
automorphisms acting on the tropical analogue of the Hesse pencil. 
We moreover investigated the cluster algebras of rank 2 from the view point of discrete integrable 
systems. We gave the conserved quantities of the dynamical systems arising from the cluster algebras
 of types A1*A1, A2, B2, G2, A(1)1 and A(2)2. We also showed direct connections between the 
dynamical systems and the Mordell-Weil groups of the elliptic curves arising via the conserved 
quantities of the dynamical systems.

研究分野：大域解析学

キーワード： トロピカル幾何学　クラスター代数　戸田格子　QRT系　楕円曲線

  ３版
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１．研究開始当初の背景 
（１）1990 年に高橋・薩摩によって発見さ
れた箱玉系は、`ソリトン'（玉の並び）が、
一列に並んだ箱の中を進行するセルオート
マトンである。この`ソリトン'の速度はその
長さに比例するため、長さの異なる`ソリト
ン'どうしは衝突し相互作用する。衝突後、
各`ソリトン'はもとの長さを取り戻し再び
移動し始めるが、衝突の痕跡は位相のずれと
して残る。このように箱玉系の`ソリトン'は
偏微分方程式のソリトン解と同様に振る舞
うが、実際、これら二つのソリトンの間には
数学的に厳密な関係が存在する。すなわち、
超離散化という極限操作を通して、ソリトン
方程式およびそのソリトン解や保存量は箱
玉系の発展方程式およびその`ソリトン'や
保存量と結びつくのである。 
（２）ソリトン方程式のもう一つの重要な
解として、テータ函数を用いて記述できる準
周期解が知られている。とくに周期的境界を
もつソリトン方程式は、そのスペクトル曲線
を通して、従属変数の初期値と周期行列との
関係が与えられ、その初期値問題を解くこと
ができる。このような初期値問題の幾何学的
解法は箱玉系に対しても有効であり、周期的
境界をもつ箱玉系のスペクトル曲線を通し
て、箱玉系の初期値と超離散テータ函数のパ
ラメータとの関係が与えられ、その初期値問
題を解くことができる。このように超離散化
という極限操作にトロピカル幾何学的手法
を組み合わせることで、究極の離散系である
箱玉系の詳細な解析が可能になるという事
実は非常に興味深い。 
（３）箱玉系の解析手法としては、上で述
べたトロピカル代数曲線を用いたものの他
に、KKR 対応を用いた組合せ論的手法もよく
研究されている。どちらの手法も、適切な実
トーラス上で箱玉系の時間発展を線形化し
その初期値問題を解くため、両者はこの実ト
ーラスを通して対応付けられる。また、量子
群のクリスタル基底と組合せ論的R行列を用
いて箱玉系を再定義し、さまざまなアフィン
Lie 代数から箱玉系を構成する研究も行われ
ている。 
（４）2002 年に Fomin-Zelevinsky により
発見されたクラスター代数は初期クラスタ
ー変数に変異という操作を繰り返して起用
して構成される有理函数体の部分環として
定義されるが、とくに初期クラスター変数の
正係数Laurent多項式環になるという著しい
性質（Laurent 性・正値性）をもつことで知
られる。クラスター代数の発見当初から、
Somos 列などを通して離散可積分系との関係
が指摘されており、実際、離散 KP 方程式の
双線形形式と等価なクラスター代数の交換
関係も発見されている。 
 
２．研究の目的 
（１）周期箱玉系などの離散可積分系は、
トロピカル代数曲線をスペクトル曲線とし

てもつため、対応する実トーラス（Jacobi 多
様体）においてそれらの時間発展は線形化さ
れ、超離散テータ函数を用いて初期値問題を
厳密に解くことができる。本研究においては
発想を逆転し、アフィン Lie 代数に付随する
離散戸田格子のスペクトル曲線から構成し
た実トーラスにおける線形フローをいくつ
かのトロピカル代数曲線の交叉を用いて幾
何学的に実現し、適切な座標のもとでその加
法を書き下すことにより、新しい離散可積分
系を構成する。 
（２）さらに、このような枠組みにおいて
得られる離散可積分系と量子群を用いた構
成法により得られたものとを比較し、アフィ
ンLie代数に基づいた離散可積分系の分類を
行う。 
（３）可積分系の幾何学的解法の鍵は、可
積分系の時間発展が代数曲線の Jacobi 多様
体上で線形化されることである。とくに離散
可積分系においては、その離散的時間発展が
Abel 多様体としての加法で表されることが
本質的である。Abel 多様体で加法を具体的に
扱うのは容易ではないが、代数曲線の Picard
群における加法を代わりに考えればその取
り扱いは比較的易しく、代数曲線の交叉を用
いてその加法を実現できる。本研究において
は、このような考えをさらに推し進め、トロ
ピカル代数曲線の Picard 群の加法からさま
ざまな離散可積分系の導出を試みる。とくに、
アフィンLie代数を用いた離散戸田格子の拡
張に着目し、それらに対応する代数曲線の
Picard 群の加法を幾何学的に実現する。さら
に、そのような枠組みをトロピカル幾何学で
記述することにより、新しい離散可積分系の
導出を目指す。 
（４）クラスター代数はその性質（Laurent
性・正値性）から、離散可積分系およびトロ
ピカル幾何学との強い結びつきが示唆され
る。とくに、階数 2のクラスター代数は 2次
元離散可積分系とみることが可能であり、そ
の保存量を通してトロピカル代数曲線とも
関連づけられる。離散可積分系との関係を用
いて、クラスター代数の幾何学的特徴を明ら
かにする。 
 
３．研究の方法 
（１）アフィン Lie 代数に付随する離散戸
田格子の時間発展をそのスペクトル曲線の
Picard 群における加法として記述し、いくつ
かの代数曲線の交叉を用いてそれらを実現
する。それら代数曲線のトロピカル化によっ
てアフィンLie代数に付随する実トーラス上
の線形フローを導出し、その線形フローから
離散可積分系を具体的に構成する。このよう
な離散可積分系はその構成方法からアフィ
ン Lie 代数的解釈が可能であるため、量子群
から構成された箱玉系と比較検討し、アフィ
ンLie代数を用いた離散可積分系の分類を行
う。また、離散可積分系の保存量への Weyl
群作用と、加法の実現に必要な代数曲線との



関係を明らかにする。さらに、同様の手法を
用いて、有限体上定義された代数曲線におけ
る Picard 群の加法から離散可積分系を導出
することも目指す。 
（２）クラスター代数はその交換行列を通
して一般化 Cartan 行列もしくは Dynkin 図と
結びつく。とくに、階数 2の場合、この対応
関係は一意的であり、一般化 Cartan 行列を
用いてクラスター代数を分類できる。有限型
およびアフィン型 Cartan 行列に対応するク
ラスター代数を2次元離散可積分系と見なし、
楕円曲線の加法を用いて、その幾何学的特徴
付けを行う。 
 
４．研究成果 
（１）A(2)2N 型、C(1)N 型、D(2)N 型 Lie
代数に対応する一般化戸田格子は、それぞれ
A(1)2N-1 型、A(1)2N 型、A(1)2N+1 型 Lie 代数
に対応する一般化戸田格子の部分力学系と
して実現できることを示した。A(1)M 型戸田
格子はシステムサイズM+1の戸田格子に周期
的境界条件を課したもの(周期戸田格子)に
他ならないので、これらの一般化戸田格子が
周期戸田格子の部分力学系として実現でき
ることを示したことになる。また、このよう
な性質は離散化の際にも保持され、A(2)2N 型、
C(1)N 型、D(2)N 型 Lie 代数に対応する離散一
般化戸田格子が、同様に、それぞれ A(1)2N-1
型、A(1)2N 型、A(1)2N+1 型 Lie 代数に対応
する離散一般化戸田格子(周期離散戸田格
子)の部分力学系として実現できる。とくに
twisted なアフィン Lie 代数(A(2)2N 型、
D(2)N 型 )に対応する離散戸田格子に対して
このような報告はこれまでになされていな
いようである。これらの離散一般化戸田格子
が周期離散戸田格子の部分力学系となるた
め の 条 件 は 系 の 従 属 変 数 に 対 す る
subtraction-free な有理式で与えられる。同
様に、周期離散戸田格子の時間発展そのもの
も従属変数の subtraction-free な有理式で
与えられるため、これらの離散一般化戸田格
子に対して超離散化の手法を適用すること
が可能である。離散一般化戸田格子に超離散 
化を適用し、A(2)2N 型、C(1)N 型、D(2)N 型
Lie 代数に対応する超離散一般化戸田格子を
得た。周期離散戸田格子の超離散化としては
周期箱玉系がよく知られており、トロピカル
Jacobi 多様体上での線形化、互いに素条件を
用いた可積分性の判定などについて調べら
れている。本研究で得られた超離散一般化戸
田格子は周期箱玉系と同様の振る舞いを示
す力学系であり、その解の挙動の詳細な解析
は今後の課題である。 
（２）超離散一般化戸田格子は、アフィン
Lie 代数に付随する離散一般化戸田格子に超
離散化を適用して構成される。また、トロピ
カル代数曲線をそのスペクトル曲線にもつ
離散力学系でもある。一方、有理函数体の生
成元(クラスター変数)に変異とよばれる操
作を繰り返し適用して生成されるクラスタ

ー代数は、変異を定める反対称化可能行列
(交換行列)と Cartan 行列との対応関係を通
して Lie 代数と結びつき、クラスター変数の
有限性とLie代数の有限次元性が等価である
ことが知られている。クラスター変数の変異
を離散力学系の時間発展と見なすと、そのよ
うな離散力学系はクラスター代数に付随す
る Lie 代数と関係づけられる。これらの事実
を踏まえると、Lie 代数を介した、離散一般化
戸田格子とクラスター代数との対応関係が
強く示唆される。本研究においては、離散一
般化戸田格子の時間発展とクラスター代数
の変異との関係について考察し、とくに
A(1)1 型 Lie 代数に対応するものに対して、
その直接的対応関係を明らかにした。A(1)1
型離散戸田格子はその時間発展をスペクト
ル曲線(楕円曲線)上の加法として実現でき
るため、楕円曲線の加法の定める力学系の一
般的形式であるQRT系として表すことができ
る。同様に、A(1)1 型クラスター代数の変異
も QRT 系として実現できることを示し、適当
な双有理変換および適切な初期条件の設定
により、これら二つの QRT 系を直接的に関係
づけ、A(1)1 型離散戸田格子と A(1)1 型クラ
スター代数との対応関係を示した。この対応
関係を用いると、クラスター変数を離散戸田
格子の特解を用いて表現することができる。
また、離散戸田格子を通して、A(1)1 型クラ
スター代数の変異を楕円曲線の加法を用い
て実現することかもできる。こうして、A(1)1
型クラスター代数の幾何学的特徴付けを与
えることができた。すなわち、A(1)1 型クラ
スター代数の変異は種数 1 のコンパクト
Riemann 面(楕円曲線)上の加法の退化極限と
しての、種数 0 のコンパクト Riemann 面(射
影直線)上の双有理変換であることを示した。
ここで、離散戸田格子の初期値が楕円曲線の
退化極限に関するパラメータに相当する。 
（３）Hesseの3次曲線ペンシル上の線形自
己同型群であるHessian群のトロピカル類似
について考察した。Hessian 群は Hesse の 3
次曲線の変曲点(Hesse ペンシルの base 
point)の自己同型群と標数 3 の有限体上の 2
次特殊線形群との半直積として表されるが、
トロピカル化によって、ペンシルのパラメー
タへの作用は退化し、トロピカル Hesse 曲線
上の群作用のみ生き残ることを示した。その
結果、トロピカル Hesse ペンシルの線形自己
同型群として 3次二面体群を得た。 
（４）階数 2のクラスター代数は、交換行
列と対応する一般化 Cartan 行列(もしくは
Dynkin 図)を用いて、有限型、アフィン型お
よび不定型に分類される。有限型は有限周期
をもつため、対応する Laurent 多項式環の構
造から容易に保存量を構成することができ
る。とくに、A1×A1、A2、B2 型の場合、この
保存量から構成される不変曲線は楕円曲線
となり、対応する離散可積分系は QRT 系であ
ることが分かる。一方、G2型の場合、得られ
る不変曲線は特異 4次曲線であるため、直接



QRT 系と関係づけられるわけではない。本研
究においては、射影平面のブローアップを
用いてこの特異曲線の特異点解消を行い、
楕円曲線を構成した。さらに、クラスター
代数の変異と共役なこの楕円曲線上の離散
可積分系を導出し、その幾何学的意味づけ
を行った。すなわち、このような離散可積分
系は、楕円曲線上の Mordell-Weil 群の捩れ
部分群の生成元によって与えられることを
示した。この捩れ部分群は位数4の群であり、
G2型クラスター代数が周期8をもつことと対
応する。また、アフィン型(A(1)1、A(2)2)に
ついても同様の考察を行い、特異 4次曲線で
与えられる不変曲線の特異点解消を通し
て、それぞれの型に対応する円錐曲線上の
離 散 可 積分系を構成した。これらの離散可
積分系はそれぞれA(1)1型離散戸田格子の時
間発展および Backlund 変換の特異極限であ
ることを示した。アフィン型の場合、無限
周期をもつため、有限型と同様の代数学的
手法では不変曲線を構成できないが、本研
究ではトロピカル代数曲線上の区分線形写
像力学系を経由することでその困難を解決
した。さらに、離散可積分系としての一般解
を用いて、クラスター代数の一般項を構成し
た。 
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