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研究成果の概要（和文）：反正則力学系におけるMandelbrot集合の類似であるtricornについて、奇数周期の双
曲成分の境界に収束するexternal rayや「へその緒」が自明な場合を除いて1点に収束しないことを示した。こ
れらはMandelbrot集合では起きない現象であり、特に「へその緒」が収束しないことは、tricornでは自己相似
性が成り立たないことを示している。
また複素2次元のJulia集合やパラメータ空間の分岐測度の分布などを最近のVR機器を用いて可視化して観察する
為の基本的な環境を構築し、操作法や射影の仕方、レンダリングなどの表現方法などについて様々な実験を容易
に行えるようにした。

研究成果の概要（英文）：The analogue of the Mandelbrot set in anti-holomorphic dynamics is called 
the tricorn. We prove that external rays and "umbilical cords" accumulating to the boundaries of 
hyperbolic components of odd period do not converge to a point. This non-landing property implies 
that the tricorn is much more complicated than the Mandelbrot set. Especially, the non-landingness 
of "umbilical cords" implies that the tricorn does not have such a self-similar property as for the 
Mandelbrot set.
We also construct a fundamental environment for visualization of Julia sets and bifurcation measures
 in complex two dimensional space with recent VR devices, so that we can easily implement various 
methods for controls, projections, rendering and so on for experiment.

研究分野：複素力学系
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
複素力学系の研究においては, Mandelbrot
集合のような複雑なフラクタル集合が現れ
る. これらを理解する上で, 計算機による可
視化は重要な役割を果たしてきた. 例えば 
Mandelbrot 集合の自己相似性などは容易に
観察できる. このような数値実験は, 研究を
進める上ではもちろん, 既知の結果を人に説
明する時にも有用である.  

しかしながら, 複素 2 次元以上の場合にはこ
のような良い可視化の方法は知られていな
い. 宇敷重廣氏が複素 Hénon 写像の可視化
を進めているが, 他の力学系やパラメータ空
間などに応用できない方法が用いられてお
り, 一般的な方法は知られていない. このよ
うな複素 2次元の空間のフラクタル集合の可
視化の方法を確立できれば, 今まで知られて
いなかった深い性質を観察でき, それによっ
て新たな数学を開拓することができると期
待される.  
また, 申請者と Kiwiは, Mandelbrot集合の
高次多項式への一般化である connectedness 
locus の相似性を与える候補となる矯正写像
を厳密に定式化し, 定義域のコンパクト性や
単射性, 部分的な全射性など, 基本的な性質
を多く示していた. 一方で申請者は, 相似性
を与える写像がほとんどの場合連続になら
ないことを示していた. これは高次元のパラ
メータ空間においては, 1 次元の場合より本
質的に複雑な現象が起きていることを示し
ている. この結果では不連続点が多く存在し
ていることは示しているものの, 具体的にど
の点で不連続になるかは明確には示してい
なかった.  
しかし実際このような例は, 実 3 次多項式族
や反正則 2次多項式族などの, 実 2次元のパ
ラメータ空間において数値的に観察されて
いた. 例えば反正則 2 次多項式族に現れる
tricorn という集合では, 自己相似のコピー
のように見えるが細部が異なっているもの
が多数存在していることが観察されており, 
これらは全て互いに異なるものであると予
想されている. このことは特別な場合につい
ては申請者が最近計算機援用証明を与えて
いたが, 一般には示されていなかった.  
 
２．研究の目的 
高次元のパラメータ空間に起きている複雑

な現象を理解することと, 新しい可視化の方
法を探求することは相互に関連しあってお
り, その両方を同時に研究することで, それ
まで手探りで進んでいるような複素力学系
における高次元空間の研究を大きく前進さ
せることが本研究の基本的な目的であった.  
 
a) 反正則写像族について  
反正則写像の 2 回合成は正則写像なので, 反
正則写像族は, 特別な構造を持った複素力学
系の(部分)族であり, 様々な性質が多項式や
有理関数の族全体を考えるよりも捉えやす
いと考えられる.  
Mandelbrot 集合や Julia 集合の研究におい
ては，同じ点に収束する外射線によって平面
を区切って組合わせ的な議論に落としこむ
ことは重要な手法である．Douady と
Hubbard が有理数の角度の外射線は 1 点に
収束することを示しており，このことがこの
ような議論をする上での基礎となっている．
一方 tricorn の場合には，奇数周期の双曲成
分に収束する外射線や「へその緒」は 1点に
収束しないことが数値的に観察されており，
「へその緒」は実際に収束しない場合がある
ことが知られていた．このことを数学的に厳
密に，一般的な場合に示すことは大きな目的
の 1つであった．特に「へその緒」が収束し
ないことは，tricorn の中の「小 tricorn」た
ちが実は tricorn と同相でないという予想と
関連しており，これによってMandelbrot集
合のような自己相似性は tricorn に対しては
成り立たない，という重要な結果を導くから
である．  
 
b) VRによる可視化  
パラメータ空間の分岐カレントや分岐測度
についての研究は Berteloot, Dujardin, 
Favre, Gautier などによって進められてお
り, 色々な近似定理などが知られている. し
かしながら, これらは指数的に次数が増大す
る代数的集合によって近似しており, 計算機
で計算するのは現実的ではない上, 測度の分
布の偏りも大きく, 放物型パラメータの周辺
などを観察するのは非常に難しい.  
多項式族の分岐測度については計算可能な
近似定理があり, それによって分岐測度の分
布を計算し可視化の試みをしていたが, 近似
の精度もあまり良くなく, 得られた絵も複雑

  
図 1：Mandelbrot集合とそのコピー 

   

図 2：tricornと「小 tricorn」たちの 

「へその緒」．中央の例では 1点に収束し，

右の例では振動して収束しない． 



すぎて理解し難いものとなっていた. この為
局所的な分岐現象をより深く理解し, それも
加えてより良い計算方法を開発することは
重要である．  
また, 可視化については良いインターフェイ
スを開発することも重要である. 当時は宇敷
氏の HenonExplorer を用いて可視化をし
ており，立体可視化装置はまだ CAVE (Cave 
Automatic Virtual Environment) と呼ばれ
る大掛りなものが主流であった．現在普及し
ている 3D ヘッドマウントディスプレイを
用いた VR 機器は，当時はまだ Oculus 社に
よる開発キットしか利用できなかったが，こ
れらを用いて VRによる可視化ソフトウェア
を開発することは非常に重要であると考え
ていた．  
 
３．研究の方法 
a) 反正則写像の分岐  
Hubbard と Schleicher によって，tricorn の
奇数周期の双曲成分の境界に集積する「へそ
の緒」が 1点に収束しない，という結果が知
られていた．この証明のアイディアは，「へ
その緒」に限らず，外射線のように奇数周期
の双曲成分の境界に集積する様々な対象に
適用できる可能性を含んでいる．どの場合に
も，1 点に収束する為には非常に特殊な条件
を満たさねばならず，ほとんど起きないであ
ろうことはすぐにわかるが，実際にその条件
を満たさないことを示すのが難しかった．条
件を満たす場合にはある種の対称性を満た
しており，Schwarz の鏡像の原理を適用して
うまく議論することで証明することができ
るのではないかと考えていた．  
また Hubbard と Schleicher の結果で 1 点に
収束しないことがわかった「へその緒」たち
は，「小 tricorn」たちに含まれないものだけ
であった．一方自明な場合(実軸とその対称
軸に乗っているもの)を除けば「へその緒」
は1点に収束しないであろうと予想しており，
それが正しければ tricorn で 1点に収束して
いる「へその緒」が，対応する「小 tricorn」
では 1 点に収束しないことになり，つまり
tricorn と「小 tricorn」で対応する部分の
位相的な性質が異なることになる． 
  
b) VR による可視化  
申請時には，ヘッドマウントディスプレイ型
の VR 機器はまだ最初の開発キットしか存在
していなかったが，既にそれを利用して複素
2 次元空間の点集合などの可視化ソフトを開
発していた．当時は，コントローラは通常の
ゲームパッドであり，VR 空間で手にものを持
って振り回したりするようなことは不可能
であった．そもそも HMD にすらポジショント
ラッキング機能はついておらず，向きが検知
できるだけであった．当時は提供されていた
サンプルを元に簡単なものを作っていただ
けだったので，4 次元から 3 次元への射影が
低速であり，対象を 4次元的に滑らかに回転

することなどは困難であった．そのため基礎
的な部分から自作することで高速化し，様々
な方法を実験できる環境を整えることが必
要であろうと考えていた．  
 
４．研究成果 
a) 反正則力学系  
Hubbard と Schleicher が示した，tricorn の
奇数周期の双曲成分の境界に集積する「へそ
の緒」が 1点に収束しない，という結果のア
イディアを応用して，tricorn の外射線で奇
数周期の双曲成分の境界に集積するものが，
周期 1の場合を除いて 1点に収束しないこと
を Mukerjee 氏と共同で示した(雑誌論文 3). 
「へその緒」についても同様に，奇数周期の
双曲成分に集積するものは，自明なもの(実
軸とその対称な軸に乗っているもの)以外は
やはり 1点に収束しないことを示した．この
ことは，tricorn に含まれる「小 tricorn」
から tricornへの矯正写像が連続でないこと
も示している．つまり，Mandelbrot 集合の自
己相似性は，tricorn の場合には成り立たな
いということである (雑誌論文 1， および 
arXiv:1605.08061( 投稿中 )) ．これらは
tricorn や複素 2 次元以上のパラメータ空間
が Mandelbrot 集合よりもずっと複雑である
ことを示している．  
数値的には，奇数周期の双曲成分で tricorn
の外から境界の1点に収束する曲線が存在し
ない(到達不可能な)ものがあることも観察
されており，部分的な結果は Mukherjee 氏と

の研究によって得られており，研究を進めて
いる． 
Mandelbrot 集合の双曲成分の境界は全て到
達可能であるし，更には Mandelbrot 集合は
局所連結であることが予想されており，従っ
て境界の全ての点が到達可能であると考え
られている．従ってこのことも Mandelbrot
集合とは大きく異なる性質を示している． 
  
b) 分岐測度の台と Misiurewicz 近似  
反正則力学系族は，正則力学系の実解析的な
部分族で，特殊な対称性を持つものとみなす
ことができる．（正則な）多項式族の分岐測
度の台はMisiurewiczな多項式の集合の閉包
に一致することが知られている．これは臨界
点が全てactiveなパラメータ集合(activity 
locus)に含まれるが，3 次以上の場合には真
部分集合になることが知られている．これは

 
図 3：到達不可能な tricornの双曲成分． 



放物−吸引的周期点を持つものが差集合に入
る（Misiurewicz 近似できない）ことがすぐ
にわかるからであるが，それ以外の例は存在
するかどうかも含めて知られていなかった．  
反正則力学系の族に対しては，放物−吸引的
でない例が存在することは，tricorn の主双
曲成分（周期が 1のもの）の境界を見れば明
らかであるが，そのようなパラメータでも，
より大きな族である正則力学系（双 2次多項
式）の族の中では Misiurewicz 近似できるも
のもある．しかしながら，Mukherjee 氏と共
同で，一部のパラメータでは，十分小さな摂
動では Julia 集合が連結で無くなる（臨界点
の軌道が少なくとも 1つ無限遠に発散する）
か，吸引的または放物型の不動点を持つ，特
にMisiurewiczなものでは近似できないこと
を示すことに成功した．  
 
c) skew product のファイバーJulia 集合の
不連続性  
また，2 次元の多項式の skew product で
saddle connection を持つもののファイバー
方向のJulia集合が不連続に変化する現象が
中根氏によって観察されていた．これらの絵
を見ると，1 次元力学系における parabolic 
implosion と呼ばれる分岐現象に非常によく
似ている．parabolic implosion においては
力学系や Julia 集合の幾何極限が Lavaurs 写
像と呼ばれる写像によって記述される．base
方向の摂動を1次元力学系のパラメータの摂
動と同じように捉えることで，Lavaurs 写像
に対応するものを定義し，それによってファ
イバー方向の力学系とJulia集合の幾何極限
を記述した（雑誌論文 2）．  
 
d) 複素 2 次元の Julia 集合や分岐測度の分
布の可視化  
2016 年は，複数のヘッドマウントディスプレ
イ型の VR 機器が発売された年であり，「VR 元
年」と呼ばれる．このようなヘッドマウント
ディスプレイ型 VR 機器を用いて，複素 2 次
元のJulia集合や分岐測度の分布を可視化す
るプログラムを作成した．複素 2 次元（実 4
次元）空間内の点集合を，GPU を用いて高速
に計算してスクリーンに描画し，それをコン
トローラを用いて回転や拡大・縮小したり，
ユーザが移動したり，のぞきこんだりして観
察することもできるようにした．また幅広い
カスタマイズ可能であり，実 4次元から 2次
元のスクリーンにどのように射影するか，そ
れをコントローラの操作や時間変化によっ
てどのように変化させるか，といったことも
自由に変更することができる． 
4 次元では 2 次元のスクリーンから見て 2 つ
の「奥行き方向」がある．一方で人間が奥行
きを知覚する方法として代表的なものに，両
眼視差と運動視差がある．この 2つの視差を
別の「奥行き」に対応させることで，少し 4
次元的な構造が知覚できることがわかった．
別の言い方をすると，ユーザや観察対象の移

動や回転，または時間変化に応じて 4次元か
ら 3次元への射影方法を変えると，両目で見
えている 3 次元的な対象が変形して見える．
その変形の度合いによって，4 つ目の座標の
違いが観察できるのである．どのように運動
視差を実装するか，レンダリングの方法，
様々な要素が知覚には関わっているので，よ
り良い見せ方について今後研究する必要が
あるし，チュートリアルなどを作る必要もあ
ると思われる．  
また，分岐測度の台は現在でも計算可能なの
で，局所的に高精度で計算することによって 
上記 b) の Misiurewicz 近似の結果を可視化
することは可能であると考えており，現在開
発中である．VR によって新しい現象が発見で
きたわけではないものの，VR によって複素 2
次元空間内の複雑なフラクタル集合に関す
る結果をわかりやすく可視化できる最初の
例となると期待している．  
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