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研究成果の概要（和文）：特殊関数は初等関数に続く重要な関数たちの総称であるが、その中でもホインの微分
方程式、パンルヴェ方程式、そしてこれらのq-変形について研究成果を挙げた。
超離散パンルヴェ第二方程式に対しては、解の挙動を考察した。また、Ruijsenaars-van Diejen 系の退化をも
とにq-ホイン方程式とその変異形を導出し、q-差分パンルヴェ方程式との関係と、確定特異点や見かけの特異点
を差分化したものからの特徴付けについて結果を得た。

研究成果の概要（英文）：Special functions are the important function as well as the elememtary 
functions. We obtained several results on Heun's differential equation, Painleve equations and their
 q-deformations.
We investigated the asymptotics of the solutions to the ultradiscrete Painleve II equation. We 
introduced q-Heun equation and its variants by degerenations of the Ruijsenaars-van Diejen system. 
We also obtained the results on the relationship with the q-Painleve equations and on the 
characterization of the variants of q-Heun equation in terms of the difference analogue of the 
regular singularity and the apparent singularity.

研究分野：特殊関数

キーワード： ホインの微分方程式　パンルヴェ方程式　超離散方程式　ｑ差分　q-Heun equation　Ruijsenaars syst
em　可積分系　特殊関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
超離散パンルヴェ第二方程式における成果は、ｑ離散パンルヴェ方程式やパンルヴェ方程式の解に対する研究へ
の応用につながると考えている。また、q-ホイン方程式の研究は、Luc Vinet, Alexei Zhedanov らの別の動機
からの研究にも関係しており、今後の発展につながる可能性がある。
潜在的には、新たな特殊関数として物理学などへの応用が期待される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
特殊関数は初等関数に続く重要な関数たちの総称であり、超幾何関数や楕円関数がその例とし
て挙げられる。 
現代での新たな特殊関数へ向けた研究として、パンルヴェ方程式の解析が挙げられる。この方
程式は、解として現れる動く（時間変数に依存する）特異点は極のみに限るという著しい性質
（パンルヴェ性）をもっている。 
他の新たな特殊関数の候補としてホインの微分方程式の解が挙げられる。ここで、ホインの微
分方程式とはリーマン球面上４点に確定特異点をもつ二階線形常微分方程式の標準形である。 
３点に確定特異点をもつ場合は超幾何微分方程式に対応していてさまざまな研究がなされてい
るが、ホインの微分方程式にはアクセサリーパラメータと呼ばれるものが入っており、これが
あることで大域的な解のようすを詳しく調べる問題などが、難しくて深いものとなっている。 
研究代表者は、過去にホインの微分方程式に対して研究を行っており、一定の成果を得てきた。 
また、ホインの微分方程式における特異点の合流により、さまざまな合流型のホインの微分方
程式が得られる。ホインの微分方程式やその合流型は量子力学や一般相対論などにおいても現
れ、より深い解明が期待されている。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では特殊関数の世界を広げていき、パンルヴェ方程式やホインの微分方程式、そしてこ
れらに関連する方程式（q-変形された方程式や超離散化された方程式、量子パンルヴェ方程式
など）の解や性質を解明していく。 
さらに、これらの方程式やその周辺についての基礎を整備し、様々な物理の模型や関係する数
学的対象への応用にあたり良い見通しが得られるようにする。 
 
 
３．研究の方法 
 
超幾何関数において q-変形が定義されており、q-変形のほうがよい見通しを与えることがある
が、パンルヴェ方程式においても適切な q-変形が定められている。q-パンルヴェ方程式の解に
ついては、超幾何解とよばれる特殊解以外にはほとんど研究がなされていなかった。 
本研究では、q→+0 という超離散極限を考えることで超離散版のパンルヴェ方程式の解のよう
すを調べていき、引き続き q-パンルヴェ方程式ひいては通常のパンルヴェ方程式の解を解明に
つなげるための基礎を作る。 
また、ホインの微分方程式についても q-変形された差分方程式を確立させ、q-変形の世界での
解の解析を進めたうえで、それの超離散方程式を得て調べることによってホインの微分方程式
自体の理解を深めていく。 
 
 
４．研究成果 
 
2014 年度は、多添字ヤコビ多項式などについて研究成果を得ることができた。 
ヤコビ多項式は直交多項式の典型的な例であり、超幾何型微分方程式を満たすことや三項間漸
化式を満たすことなど著しい数学的な性質をもつ。他方、量子物理の模型にも固有関数として
現れる。佐々木隆らは、いわゆるダルブー変換の考えかたを用いてヤコビ多項式に付随する模
型などから新たな可積分な模型を系統的に導出したが、この過程において多添字ヤコビ多項式
などの新しい直交多項式系を見出し、その性質を研究してきた。研究代表者は佐々木の研究に
触発され、共同研究などを通じて多添字ヤコビ多項式とホインの微分方程式の関係を調べてき
たが、研究の途上に添字が違っても本質的に同じ多項式が現れることを見出してきた。この現
象を組織的に研究し、２組のマヤ図形を用いて多添字ヤコビ多項式の等式を記述することに成
功した。 
 
2015 年度は、q-差分化されたパンルヴェ方程式やこれを超離散化した方程式の解について、よ
り詳しくは q-離散パンルヴェ第二方程式と符号付き超離散パンルヴェ第二方程式について、中
央大学大学院生（当時）の五十嵐光氏と法政大学の礒島伸氏との共同研究において結果を得る
ことができた。 
q-離散パンルヴェ第二方程式の特殊解について、Hamamoto, Kajiwara, Witte による行列式型
の特殊解が知られている。この行列式解において各成分が q-エアリー方程式の解となっている
のであるが、先行研究で礒島らは q-エアリー方程式の解が q-Ai 関数や q-Bi 関数の場合に、対
応する q-離散パンルヴェ第二方程式の解における超離散化の計算を行い、符号付超離散パンル
ヴェ第二方程式の特殊解の具体形を計算した。 
本研究において、q-エアリー方程式の解として q-Ai 関数と q-Bi 関数の線形結合をとってきた



場合を考察した。この場合において対応する q-離散パンルヴェ第二方程式の解における超離散
化の計算を行い、符号付き超離散パンルヴェ第二方程式の特殊解の具体形を得ることができた。
その結果、解の途中に波形をもつものが組織的に現れることがわかり、先行研究と比べて解の
豊富な構造を見出すことに成功した。 
 
2016 年度は、五十嵐光氏との共同研究を引き続けていった結果、超離散パンルヴェ第二方程式
の解の様子についてさらに解明していくことができた。法政大学の礒島伸氏も含めた共同研究
では符号付き超離散パンルヴェ第二方程式の特殊解の具体形を、対応する q-離散パンルヴェ第
二方程式の解からの極限として計算したが、2016 年度の研究では符号付き超離散方程式から直
接的に解を計算し、２パラメーター解の導出や解の安定性について結果を得た。 
 
ホインの微分方程式は、複素平面に無限遠点を付加したリーマン球面上に４点に確定特異点を
もつ２階線形常微分方程式の標準形であるが、これには楕円関数を用いた表示も知られている。
この楕円関数を用いた表示から Inozemtsev 系という量子可積分系がホインの微分方程式の多
変数化とみなせ、これの差分化として Ruijsenaars-van Diejen 系が知られている。 
2016 年から研究代表者は Ruijsenaars-van Diejen 系の４種類の退化構造を探求し、これが q
差分パンルヴェ方程式を生み出す線形 q差分方程式の特殊化として得られることを示した。そ
して、一変数の Ruijsenaars-van Diejen 系の退化版がホインの微分方程式の q 差分化とみな
せること、およびその妥当性を示すことができた。結果として第四の退化によって qホイン方
程式を導出でき、これは q差分パンルヴェ第六方程式を導出する線形 q差分方程式の特殊化に
よっても導出できることがわかった。 
 
2017 年度は、これらの結果についての原稿を練り上げ、学術雑誌に掲載することができた。さ
らに中央大学大学院生（当時）の小嶋健太郎氏と佐藤司氏との共同研究により、q ホイン方程
式の多項式的解を導出し、超離散極限（qを+0に移行する極限）を用いて解明を試みた。 
 
2018 年度に出版された論文「On q-deformations of Heun equation」では、この退化において
2 回退化のものと 3 回退化のものについて、確定特異点や見かけの特異点の理論を差分化した
ものからの特徴付けを行った。4回退化のqホイン方程式においては、q→１の極限で4点{0,1,t,
∞}に確定特異点をもつフックス型微分方程式、すなわち標準形でのホインの微分方程式が得ら
れるが、3回退化においては q→１の極限で無限遠点が特異点でない 4点{0,t_1,t_2,t_3}に確
定特異点をもつフックス型微分方程式が現れること、および 2 回退化においては q→１の極限
で原点および無限遠点が特異点でない 4 点{t_1,t_2,t_3,t_4}に確定特異点をもつフックス型
微分方程式が現れることがわかった。q 差分方程式においては微分方程式の場合とは違って原
点および無限遠点が特別な特異点となると考えられ、このことが退化の構造と整合的であるこ
とがわかった。 
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