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研究成果の概要（和文）：照屋氏との共同研究において、単位元のないC*-環の包含関係におけるロホリン性の
定式化を、Pimsner-Popa不等式に関する指数が有限の場合に、Balak-Szaboによるsequentially *-hpmpmprphism
を用いておこない、C*-環の様々な普遍性質の遺伝性について明らかにした。また、Dey氏、Trivedi氏との共同
研究において、Hilbert C*-module上の上への有限群の作用のロホリン性を定義し、基本的な性質を調べた。

研究成果の概要（英文）：Throgh the joint work with Prof. Teruya we formulated the Rokhlin property 
for inclusion of nonunital C*-algebras with a index finite related to the  Pimsner-Popa inequlity, 
using the sequentially *-homomorphism by Balak-Szabo, and we showed the stability for permanence 
properties for inclusion of C*-algebras. Also, we defined the Rokhlin property for actions of finite
 groups on Hilbert C*-modules, and studied its basic properties.

研究分野：作用素環論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
（１）フォンノイマン環の因子環-部分因子
環論の場合、Jones 指数有限 因子環のペア
は、超有限性、 性、 性など様々な重

要な性質を共有するが、近似的有限次元環
( 環)である 環の 作用で固定環
が 環にならない例があるように、綿

谷指数有限なペア で 性を共
有しない（遺伝しない）例がある。これに関
して、有限群 の作用 が泉の意味でロホリン
性を持つならば、単純 C*-環 が 性、ある
いは、より広く、近似的 性( 性)や近
似的 性( 性)を持つならば、その固定
環 と C*-接合積  が同じ性質を
持つことが大坂-Phillips の研究で示されて
いる(Osaka and Phillips, Math. Z 2012)。 
 
（２）C*-環の包含関係が綿谷指数有限でな
い整数群 による接合積の場合も作用 のロ
ホリン性が鍵であり、1998 年に岸本が、ただ
一つのトレース的状態 を持つ、単純な、 環
において、(i) がロホリン性を持つ、(ii)0
でない が一様外部性を持つ、
(iii) がGNS表現環 の弱閉状に非周期
な自己同型写像として拡張できる、(iv)接合
積  がただ一つのトレース的状態
を持つ、(v)  が実階数 0をもつが
同値であることを示している。特に、 が近
似的内部性を持つとき、上の条件と(vi) 

 が実階数 である 環になるこ
とが同値になる。これらの結果を、実数 を
もつ 環を含む、Lin の意味でトレースラン
クゼロを持つクラスの中で、ただ一つのトレ
ース的状態 を持つ、単純な C*-環 上の自己
同型写像が、ロホリン性より弱いトレース的
ロホリン性をもつ場合に拡張できた(Osaka 
and Phillips, Ergod. Th. Dynamics. Sys. 
2006)。最近は、松井-佐藤によりロホリン性
より弱い様々な外部性自己同型写像につい
て調べられており、単純 C*-環の分類理論に
応用されている。 
 
（３）より一般的な C*-環の包含関係  
を解析するために、綿谷の意味で有限である
条件付き期待値  に対してロホリン
性を定義し、大坂-Phillips の結果を拡張す
ることができた(Osaka et al. Contemporary 
Math. 2009)。ちなみに、有限群 から単純 C*-
環 への作用  の場合、

 がロホリン性を持つことと泉の意
味で作用 がロホリン性を持つことは同値で
ある。この方法を推し進め、単純 C*-環の分
類で非常に重要な性質である、Jiang-Su 環安
定性、分解ランク有限性、核型次元有限性、
Cuntz 半群の強比較性の遺伝性について明ら
かにした (Osaka and Teruya, Trans. Amer. 
Math. 2014) (Osaka and Teruya, Advance in 
Operator Theory に掲載予定)。 
 
本研究計画は、Phillips、松井-佐藤らよ

り定義された、離散群 上のロホリン性より
弱い外部性をもつ作用の性質と自然な条件
付 き 期 待 値   ( あ る い は 、 

)の関係を明確にし、より一
般的な C*-環の包含関係 上に定式化し、
Jiang-Su 環安定性、分解ランク有限性、核型
次元有限性、Cuntz 半群の強比較性等の遺伝
性について明らかにする基盤研究である。 
 
2．研究の目的 
上記の研究背景およびこれまでの研究成果
を下に、本研究は C*-環の包含関係 上
における条件付き期待値 への様々な
条件を検討し、C*-接合積の分類に展開する
ための基盤となる研究を行う。具体的には以
下のことを明らかにする。 
 
（１） が単純 環、 が綿谷指数有限
であるならば、 の安定階数はいつでも 1 で
あることを示す（つまり、任意の元 が
に属する逆作用素で近似できることを示す）。
これは Blackadar により 1988 年に提示され
た問題であるが、 の安定階数が 2 以下であ
ることは大坂より示されている(Intern.J. 
Math.2008)。 
 
（２）Phillips の意味でのトレース的ロホリ
ン性に対応する条件を 上に定式化し、
が Jiang-Su 環安定性、分解ランク有限性、
核型次元有限性、Cuntz 半群の強比較性のい
ずれかの性質を持つとき、 が同じ性質を持
つかどうか明らかにする。 
 
（３）射影作用素を用いず、正値作用素を用
いて定義されている有限群 上の様々なタイ
プのロホリン作用を綿谷指数有限な C*-包含
関係 上に定式化することを試みる。 
 
（４）Jiang-Su 安定である単純 C*-環 上に
おいて、射影作用素を用いず、正値作用素を
用いて定義されている整数群 上の様々なタ
イプのロホリン性を持つ自己同型写像 を考
えるとき、その接合積 が Jiang-Su
環安定になるかどうか解析する。 
 
（５）従順離散群 からの様々なタイプのロ
ホリン作用 から導かれる接合積
における Jiang-Su 環安定性の解明と一般の
C*-包含関係 上への定式化を試みる。 
 
（６）実数群 からのロホリン作用(フロー)
における岸本の仕事を見直し、 に
おけるJiang-Su環安定性の解明とC*-包含関
係 上への一般化を試みる 
 
３．研究の方法 
（１） 綿谷指数有限な C*-環包含関係

における安定階数の評価の決
定（大坂が担当） 
C*-環 の安定階数が 1 であるとは、 の



任意の元が  に属する逆作用素で近似でき
ることをいう。綿谷指数有限の下で、この性
質の への遺伝性を解明する。 
① が  環であるときの決定 
大坂の研究(Intern. J. Math.2008)で、
が単純であるとき、の安定階数は 2以下
であることが示されている。この単純性
を外した場合、安定階数 2以上を持つ が
構成できるかどうか調べる。 
② が安定階数 1をもつ一般の単純 C*-環で
あるときの解析 

 は、単純環でなく、かつ、
安定階数 1 であるが、その固定環

で安定階数 2 を持つ
部分環が存在する。この例を用いて、帰
納的極限等を考えて、単純 C*-環で安定
階数 1 を持つが、その固定環が安定階数
2 以上を持つ例が構成できるか試みる。
その一方で、 が単純 C*-環で安定階数 1
を持つとき、C*-環包含関係 の が
安定階数 1 を持つことを、大坂のメソッ
ドを発展させ直接証明することを試みる。 
 
（２） Phillips の意味でのトレース的ロホ
リン性に対応する条件の C*-環包含
関係 への定式化(大坂、照屋が
担当) 

① ロホリン射影作用素の関係式の検討 
小 高 - 大 坂 - 照 屋 (Osaka et al. 
Contemporary Math. 2009)により、
上のロホリン性が定義されたが、そこで
用いられたロホリン射影作用素に対応す
る射影作用素の関係式を、トレース的ロ
ホリン性の作用の性質をながめながら定
式化を試みる。 
② 埋め込み表現 の構成 
ロホリン性の場合と同様に、 の性質を
に遺伝することを示すためには、適切な
埋め込み表現 が重要な役目を
する。その構成を、ロホリン性の場合と
同様に試みる。 
③ 不変性の遺伝についての解析 
②において埋め込み表現の構成が成功し
た場合、この埋め込み表現を用いて、 の
Jiang-Su 環安定性、分解ランク有限性、
核型次元有限性、Cuntz 半群の強比較性
が、 に遺伝するかどうか解明する。表現
の構成がうまくいかない場合は、（３）の
埋め込み写像の構成を試みる。 
 
（３）射影作用素を用いないロホリン性に対
応する条件の C*-環包含関係 への定式
化(大坂、照屋が担当) 
① を用いての定式化 
泉が行ったように、有限群 からの作用の
ロホリン性を  を用いて定式化を
する。 
② C*-環包含関係 への定式化 
①における特徴付けと同値な条件を、自
然な条件付き期待値 に設定す

る。従来のロホリン射影作用素に対応す
るロホリン正値作用素を定式化すれば良
いと予想されるが、1 の分解に対応する
ロホリン正値作用素のタワーを  を用い
て定式化するのは今のところ困難である。 
③ ホップ代数からの解析 
C*-環包含関係の具体例であるホップ代
数におけるロホリン性を持つ作用の定式
化を試み、一般の C*-環包含関係への定
式化を予想する。 
④ 埋め込み写像 の構成 
従来のロホリン性と異なり埋め込み表現 

を構成するのは困難であると予
想される。近似的に表現になる完全正値写
像のネットが構成できるのではと期待し
ている。 
 
４．研究成果 
（１）照屋氏との共同研究において、
Phillips 氏の意味でのトレース的ロホリン
性に対応する条件をC*-包含関係P⊂Aにおい
て定義し, A が Jiang-Su 環安定性,Cuntz 半
群の教比較性のいずれかの性質を持つとき、
Pが同じ性質を持つことを明らかにした。 
 
（２）照屋氏との共同研究において、単位元
のない C*-環の包含関係におけるロホリン性
を、Pimsner-Popa 不等式に関する指数が有限
の場合に定式化し、与えられた C*-環の
multiplier 環を考えることにより、単位元の
ある場合と同じく、様々な性質（実階数 0、
安定階数 1、低次元トレースランク、核型次
元、Jiang-Su 吸収性など）が保存されること
が証明できた。 
 
（３）Santanu Dey 氏、Harsh Trivedi 氏と
の共同研究において C*-correspondence、お
よび、Hilbert C*-bimodule 上への有限群の
作用のロホリン性を定義し、基本的な性質を
調べた。有限群からの C*-接合積において不
変 な C*- 環 上 の 重 要 な 性 質 が 、
C*-correspondence から生成される C*-環に
おいても不変であることが主な結果である。
Hilbert C*-A-module においては、有限群の
作用がロホリン性持つ場合は、C*-環上の性
質が、それに付随する linking 環に遺伝する
ことがわかった。 
 
（４）照屋氏との共同研究において、指数有
限な単位元を持つ C*-包含関係における条件
付き期待値のロホリン性とその Basic 
construction における双条件付き期待値の
近似ユニタリ表現性が同値であることを示
し、可換有限群における泉氏による考察の一
般化に成功した。この考察により指数有限で
ない単位元を持つ C*-包含関係におけるロホ
リン性の定式化の方向性が見えてきた。 
 
（５）Balak-Szabo による sequentially 
split*-homomorphisms を用いて、単位元を持



たない一般の場合の指数有限な C*-包含関係
におけるロホリン性の定式化を試み、有限群
の場合の一般化されたロホリン性を持つ作
用の一般化に成功した。これは、上記（２）
における照屋氏との共同研究において定式
化した指数有限な C*-包含関係におけるロホ
リン性を含む形で一般化されている。これに
より、様々な性質が指数有限な C*-包含関係
が一般化されたロホリン性を持つ場合、大き
い C*-環から小さい C*-環に遺伝することが
明らかになった。 
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⑭ 発表者名：  H.Osaka, 発 表課題：
Self-adjointness and symmetricity of 
operator means, 学会名等：作用素の平
均とその関連 (招待講演), 発表年月
日：2014 年 11 月 28 日, 発表場所：(京
都府京都市)京都大学数理解析研究所 
⑮ 発表者名： H.Osaka, 発表課題：The 
Jiang-Su absorption for inclusions of 
unital C*-algebras, 学会名等：日本数
学会 2014 年度秋期総合分科会, 発表年
月日：2014 年 09 月 27 日, 発表場所：(広
島県東広島市)広島大学 
⑯ 発表者名： H.Osaka, 発表課題：The 
Jiang-Su absorption for inclusions of 
unital C*-algebras, 学会名等： ICM 
Satillite Conference on Operator 
Algebras and Applications(国際学会), 
発表年月日：2014 年 08 月 09 日, 発表場
所：(韓国)ソウル 
 
〔その他〕 
ホームページ等： 
http://www.ritsumei.ac.jp/se/~osaka/ 
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