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研究成果の概要（和文）：解の不連続化現象に関する問題で、駆動力項を含む平均曲率流方程式の等高面方程式
において、不連続関数による定常解の構成およびその安定性・不安定性を証明した。また、中心を固定された多
角形型渦巻曲線のクリスタライン曲率流による運動について、中心から新しい辺を生成するスキームと各辺長を
未知関数とする常微分方程式系の数理モデルと、表面エネルギーの最適化問題から渦巻曲線の運動を離散化する
手法を二つ構築した。

研究成果の概要（英文）：Existence and stability or instability of discontinuous stationary solution 
to the level set equation of eikonal mean curvature flow is proved. For the crystalline motion of 
spirals, an ODE scheme by evolution equation of each facet length, and two minimizing movement 
approach for spirals evolving with crystalline eikonal-curvature flow are proposed.

研究分野：非線形偏微分方程式論

キーワード： 平均曲率流方程式　等高面法　特異拡散方程式　粘性解
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１．研究開始当初の背景 
 研究代表者は本研究開始前より、結晶のス
パイラル成長を表す数理モデルと、それに関
連して界面の発展現象を記述する手法であ
る等高面(線)法・フェーズフィールド法につ
いて数学・数値解析を行ってきた。等高面(線)
法は界面の発展現象において生じる衝突、融
合、消滅といった特異挙動を含めてその現象
を数理モデル化する手法で、界面を補助超曲
面の等高面(線)集合により表す。フェーズフ
ィールド法は界面の内と外に現れる二つの
相の間の相転移現象として界面の発展を記
述する方法である。これらの手法の可解性や
解の定性的性質の他、等高面(線)法による界
面発展方程式とフェーズフィールド法の関
連などの研究を行ってきた。これらの手法は
界面の内と外が明確に分かれる閉曲面・閉曲
線の運動に用いられてきたが、研究代表者は
これを改良して、渦巻状ステップの時間発展
現象に対する等高線法の数理モデルを確立
した。渦巻曲線の運動の等高線法による数理
モデルは退化放物型と呼ばれる特異性の強
い非線形偏微分方程式となり、通常の意味で
の解の存在は期待できない。研究代表者は粘
性解理論と呼ばれる弱解理論から、前述の渦
巻状ステップの発展を含む退化放物型方程
式について研究を行ってきた。 
 他方、結晶成長の理論・実験研究では、結
晶表面上のステップが束を為すバンチング
現象、異方的なステップの成長の組み合わせ
から生じる渦巻状ステップの綾織り模様、渦
巻状ステップの中心に見られる中空孔現象
といった、これまでの数理モデルでは定式化
出来ない現象が報告されている。それぞれの
現象で共通して言えることは、同じ方向を持
つステップが束を為すことで、結晶表面に不
連続面が生じる点である。この特異挙動は非
線形保存則におけるショックウェーブに近
く、等高面(線)法では想定していない特異性
である。また、綾織り模様など結晶に見られ
る多角形型ステップおよび多面体形状は、ス
テップや結晶表面の向きに対し滑らかでな
い依存性を示す表面エネルギー密度(クリス
タラインエネルギーと呼ばれる)による発展
問題または形状最適化問題としても捉えら
れる。しかしこの枠組みを等高面(線)法やフ
ェーズフィールド法で実現することは、その
滑らかでない表面エネルギー密度の微分を
用いることになるので難しいとされてきた。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は界面やステップの集中現
象がもたらす、結晶表面や等高面(線)法の解
の不連続面形成の数学的構造を明らかにす
ることである。本研究では界面およびステッ
プがバンチングを引き起こす現象の数理モ
デルや、異方的な界面の発展方程式ならびに
その組み合わせによりステップが綾織り模
様を形成する現象の数理モデルを主な課題
として、これを表す等高面(線)法および多重

安定反応拡散方程式による解の不連続面形
成の数学および数値解析を行う。ステップが
集中する点は等高面(線)法において補助超曲
面が不連続化している点であり、従来の数理
モデルや定式化法、その微分方程式の弱解理
論が破綻する点になっている。本研究はこれ
らの不連続化現象の研究を通して、非線形偏
微分方程式論における解の正則性または非
正則性などを明らかにし、加えて解の不連続
化現象を許して時間大域的に現象を解析で
きる新たな数学的理論の構築を目標とする。 
 
３．研究の方法 
 まず解の不連続化については、粘性解理論
は解の連続性を仮定しない点に着目し、従来
の等高面法の数理モデルにおける不連続関
数の解について考察する。特性関数を用いた
解の考察は、界面の時間発展現象を集合論的
アプローチから考察する手法ではしばしば
見られる方法のため、これに関する研究論文
の精査やその著者との意見交換を行う。 
 綾織り模様の形成現象については、これま
での研究で簡易的な数理モデルを構築して
いる。しかしまずはその数学的定式化手法を
見直し、より厳密な数理モデル構築とその解
析手法の確立を目指す。とくに、滑らかでな
い表面エネルギー密度による異方的発展問
題については、単独の渦巻状ステップであっ
ても未だ厳密な数理モデルが構築されてい
ない。他方、クリスタラインエネルギーによ
る界面現象の数理モデルについては、その多
角形型曲線を構築する各辺長の増減に着目
した常微分方程式系による数理モデル、およ
び最適化問題の観点から微分方程式を介さ
ずに界面の発展現象を記述する離散化手法
が提案されている。そこでまずは常微分方程
式系による数理モデルの構築を行い、等高線
法の拡張などより発展的な手法を用いたと
きの評価法を確立する。以上の方針のもと、
数学解析の他数値計算実験を活用して研究
を行う。 
 
４．研究成果 
以上の研究によって得られた成果は、主に次
の 3つである。 
 
(1) 平均曲率流方程式の等高線法数理モデ
ルに対する不連続関数の定常解の存在とそ
の安定性 
 とくに定数の駆動力項を含む平均曲率流
方程式においては、ちょうどその駆動力を曲
率とする球面が定常解である。この定常解は
不安定であることが知られている。他方、界
面が境界と直交する境界条件において、シリ
ンダー型の領域に張られた界面の平均曲率
流方程式による運動は、いずれそのシリンダ
ーのもっともくびれた部分に張られる平面
へ収束することが予想される。本研究ではこ
れらの定常曲面が、等高面法においては連続
関数の定常解として表すことができず、不連



続関数の定常解を用いて表すことができる
ことを証明した。さらに前述の不安定性・安
定性について、ある等高面がその定常曲面を
与えるような連続関数を非定常問題の初期
値にとると、その解のすべての等高面が前者
の場合は定常曲面から離れる、後者の場合は
定常曲面に収束することを示した。この後者
の結果が、バンチング現象の研究に繋がると
考えている。 
 
(2) クリスタライン曲率流方程式により運
動する、中心を固定された多角形型渦巻曲線
の常微分方程式系数理モデル構築とその数
学解析 
 界面の法速度がクリスタラインエネルギ
ーの L2 勾配流として与えられる界面の発展
問題を、クリスタライン曲率流と呼ぶ。本研
究では中心を固定された多角形型渦巻曲線
が、定数の駆動力項を含むクリスタライン曲
率流方程式により時間発展する現象を表す
数理モデルについて考察した。 
 従来ではクリスタライン曲率流による多
角形型曲線の時間発展については、各辺の法
線方向への移動による辺長の変化とその運
動法則の関係から、辺長を未知関数とする常
微分方程式系で表す手法がしばしば用いら
れる。他方渦巻曲線の成長では、各辺の前進
にしたがって渦巻の中心で新しい辺を生成
しないと、渦巻としては成長しない。他方過
去の研究で、渦巻の中心点を運動させ、その
軌道によって新しい辺を生成させる数理モ
デルが提案されている。ただし、中心の挙動
は既知のものとして与える。これに対し本研
究では、中心とそれに付随した辺は固定され、
その隣の辺が前進して中心に付随する辺が
十分に成長したとき新しい辺を中心に生成
し、それまで固定されていた辺は運動法則に
したがって前進する、とする新しいスキーム
を提案した。この数理モデルに対する解が存
在することを証明し、新しい辺の生成は定期
的に生じること、その発展の過程で辺同士が
自己交差をしないことを証明した。中心を固
定することを想起した主な理由は、等高線法
による渦巻曲線の運動では中心を固定して
おり、これに対応する常微分方程式系の数理
モデルがあると数理モデルの妥当性の評価
に有用であると考えたからである。 
 
(3) クリスタライン曲率流方程式による渦
巻状ステップの運動の、等高線関数を用いた
最適化問題アプローチ法の確立 
 前述の常微分方程式系では、渦巻の中心が
複数存在して互いに衝突・融合を繰り返す現
象を扱うことが難しい。しかし実際の結晶表
面における渦巻状ステップの成長ではその
現象が生じている。そのため等高線法を用い
た問題の定式化を用いたいが、こちらでは前
述したとおり滑らかでないエネルギー密度
関数の微分を考えることになる。過去の綾織
り模様の数理モデルではその表面エネルギ

ー密度を滑らかな関数で近似したが、それに
より多角形型ステップはその誤差によって
少々変形してしまう。これに対し、本研究で
は等高線関数を用いたクリスタラインエネ
ルギーを含む汎関数の最適化問題を用いて
運動を離散化し、これを逐次近似的に解く方
法を構築した。 
 この最適化問題による離散化アプローチ
の問題は、通常の界面の運動に対するこれま
での研究において、運動を離散化する際に界
面からの符号付き距離関数を用いる点にあ
る。渦巻曲線の場合符号付き距離関数は有意
な形で定義することが出来ない。そこで本研
究では、渦巻曲線の周りでのみ有意な符号付
き距離関数を構成する方法と、渦巻曲線に対
する等高線法の関数をそのまま用いる方法
の、二つの手法を構築した。 
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