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研究成果の概要（和文）：本研究では, キルヒホフ方程式の初期値問題の大域可解性が成り立つ初期値のクラス
を実解析関数を含まない ultradifferentiable クラスの中で特徴づけた. また, キルヒホフ方程式の線形化で
ある時間に依存する伝播速度を持つ波動方程式や, 質量が時間に依存するクライン・ゴルドン方程式などの時間
変数係数発展方程式に対する解析も行った. キルヒホフ方程式に関する本研究の主定理は前者の線形方程式に対
する時間周波数空間における精密な評価が本質的である. 後者については, 既存の手法では評価が困難な質量が
符合変化を伴うモデルに対して本研究で新たに導入した手法を用いてネルギー評価を導いた.

研究成果の概要（英文）：We study the global solvability to the Cauchy problem of nonlinear wave 
equation of Kirchhoff type in a certain class of ultradifferentiable functions, which is not 
included real-analytic class. We also study linear evolution equations with time dependent 
coefficients in particular the linear wave equation with time dependent propagation speed and the 
Klein-Gordon equation with time dependent mass. The former equation is a linearized model of 
Kirchhoff equation, and the analysis of it will be expected to apply the problem of Kirchhoff 
equation; indeed, our main result for Kirchhoff equation is due to a precise estimate for the linear
 wave equation. For the latter equation, we derive some energy estimates with oscillating mass 
around 0, which are not really trivial from the previous results. Both estimates for linear 
evolution equations are derived by precise analysis in the time-frequency space which is developed 
in the research of this project. 

研究分野：数学
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１． 研究開始当初の背景 

キルヒホフ方程式は, ゴム紐のような伸び
縮みする弦の振動を記述するモデルとして
1883 年に G. Kirchhoff によって導出された
次のような非線形の波動方程式である.  
 
 
 
 
 
キルヒホフ方程式の最大の特徴は,解の伝播
速度「Φ」が弦の伸びによって変化する非局
所的な非線形性を持つことである。 
この方程式に対する数学的な研究は 20 世
紀前半から始まり, 現在に至るまで数多く
の研究結果が知られている. しかし, 微分
方程式の研究において最も基本的な問題で
ある「大域可解性（時間大域的な解の存在）」
については, 初期値が十分に小さい, また
は実解析関数に近いような十分に滑らかな
場合を除いて解決されておらず, 偏微分方
程式の分野の有名な未解決問題の一つであ
る. キルヒホフ方程式は, 上記の非局所的
な非線形性に加えてエネルギー保存則を満
たしており, これらの性質を大域可解性の
証明にどのようにつなげられるか, という
のが問題解決のカギであると考えられてい
る. また, その証明において時間変数係数
の線形発展方程式の摂動として評価する方
法が有望であると期待されている.  
 
２．研究の目的 

本研究の目的は, 上記の未解決問題である
「キルヒホフ方程式の大域可解性」の部分的
な解決と, その問題解決に重要と考えられ
るキルヒホフ方程式の線形近似であり変数
係数発展方程式の一種である「伝播速度が時
間に依存する線形波動方程式」の解析, およ
び変数係数発展方程式の中でも研究が盛ん
で応用上も重要な「変数係数波動方程式」や
「クライン・ゴルドン型方程式」のエネルギ
ー評価の問題を, 特に係数の滑らかさと振
動の特性を考慮した新たな視点から, 既存
の結果の精密化と改良を行うことである.  
 
３．研究の方法 

本研究の中心となるのは, 時間に依存する
係数を持つ発展方程式の時間周波数領域に
おける精密な解析, すなわち方程式をフー
リエ変換してできる周波数成分をパラメー
タとみなした常微分方程式の解析である. 
そこから得られるエネルギー評価から, キ
ルヒホフ方程式の線形化方程式である伝播
速度が時間に依存して変化する線形波動方
程式やクライン・ゴルドン型方程式の解に対
して, 既知の方法から得られなかった精密
な解の解析結果が得られることが期待でき
る.  
本研究の根幹をなす変数係数発展方程式

の解析手法におけるキーワードは, 「係数の
振動と滑らかさ(A)」, 「発展作用素の対角
化(B)」, そして係数の特性を考慮した「時
間周波数領域の適切な分割(C)」と「各分割
領域における適切な評価方法の確立(D)」で
ある. これらの中の幾つかは, 既知の研究
手法を踏襲, 改良したものだが, 特に(C)と
(D)に関しては, 最新の研究を独自に改良し, 
かつこれまで重要視されていなかったエネ
ルギーの漸近評価における解の高周波領域
の解釈に新たな視点を加えたものである.  
 
４．研究成果 

 (1)キルヒホフ方程式の時間大域的な解の
存在性について： 
偏微分方程式の初期値問題における解の大
域可解性は, 偏微分方程式の研究において
出発点となる最も基本的な問題であるが, 
特に初期値によって解の爆発等が起こる可
能性がある非線形や係数が特異性を持つ方
程式においては, その問題は必ずしも自明
ではない. キルヒホフ方程式においては, 
十分に小さい, または実解析関数に近い十
分に滑らかな初期値に対する大域可解性の
証明はそれほど困難ではない. しかし, そ
れらの条件を満たさないより一般の初期値
に対する大域可解性は非常に困難となり, 
[N]による準解析関数クラス, [M]や[H5]によ
る Manfrin クラスなどの特殊な条件を持つ
初期値に対する大域可解性のみが知られて
いた. 本事業による研究成果の一つは, 
ultradifferentiable クラスと呼ばれる実
解析関数のクラスに含まれない非常に一般
的な関数のクラスの中で大域可解性が成り
立つ初期値の特徴づけを行い, [M, H5]の結
果を含んだ現在知られている中で準解析関
数クラスを除き最も広い関数のクラスに対
して, キルヒホフ方程式の大域可解性を
[H5]で証明したことである.  

 (2)双曲型変数係数発展方程式のエネルギ
ー評価における初期値の係数の滑らかさの
影響： 
キルヒホフ方程式の線形化方程式である伝
播速度が時間変数に依存する波動方程式（変
数係数波動方程式）は, 変数係数発展方程式
の一種である. 伝播速度が定数である通常
の波動方程式に対して, この方程式の解は
時間変化する伝播速度の影響を受けて劇的
に異なる挙動する可能性がある. それ故, 
一般論では非常に扱いが難しい方程式であ
ると同時に, 非常に興味深い研究対象でも
あり, 本来のキルヒホフ方程式への応用面
だけでなく, その方程式自体の解析を目的
とする数多くの研究結果が知られている. 
本事業では特に, その方程式の初期値問題
の解のエネルギー評価について研究を行っ
た.  
通常の波動方程式では初期値が持つ滑ら
かさやエネルギーは時間発展で保存される



が, 変数係数波動方程式の場合には一般に
どちらも保存されない. それを受け, これ
までは「時間発展による初期値のエネルギー
の変化」または「時間発展による初期値の持
つ滑らかさの変化」のいずれかの問題を対象
とした研究がほとんどであった. これらは, 
通常の波動方程式に対する問題意識からは
自然だが, 変数係数波動方程式の場合には, 
「エネルギー」と「解の滑らかさ」を分けて
考察することはむしろ自然ではなく, これ
らを組み合わせて考察することによって, 
より精密な議論と新たな現象が観測される
場合がある.このような発想から得られた本
事業での研究成果の一部である[H3, H4]の結
果の概略は次の通りである： 
「時間発展でエネルギーが有限にとどまら
ないような「悪い影響を解に与える」係数を
持つ変数係数波動方程式の初期値問題に対
しても, ジェブレイクラスと呼ばれる実解
析関数に近い滑らかな関数のクラスの初期
値に対しては, エネルギーが時間発展に対
して有限にとどまる場合がある. 」 
これは, 各周波数成分のエネルギーが保存
される通常の波動方程式の持つ性質とは異
なり, 周波数間でエネルギーが遷移する変
数係数波動方程式特有の現象である.（下図
は変数係数波動方程式において初期エネル
ギー分布関数 E(0,ξ)が時間発展で E(t,ξ)
に変化する様子を表したものである. ） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3) 時間に依存する質量を持つクライン・ゴ
ルドン型方程式のエネルギー評価：  

通常のクライン・ゴルドン方程式の質量は正
定数で与えられ, エネルギー保存則が成り
立つ. しかし, 質量が時間に依存する場合
には一般にエネルギーは保存されず, 例え
ば[DKR]によると時間発展で減衰や発散が起
こり得ることが知られている. このような
問題に対して, 本事業では(2)の研究で発展
させた時間周波数領域における解の精密な
評価と, 振動する係数を持つリッカチ形常
微分方程式の解表現とその精密な評価を用
いて, 既知の手法では評価が困難であった
質量が時間に依存し符合変化を伴って振動
するモデルに対して, エネルギーの漸近安
定性評価を導いた.  
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